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บทคัดย่อ 
 

 ในบทความนี้จะน าเสนอบทนิยามและตัวอย่างของจ านวนฟีโบนักชีของกราฟต่างๆ  ซ่ึงจะมีความเชื่อมโยง
ไปถึงจ านวนฟีโบนักชีและจ านวนลูคัส  นอกจากนั้นจะพิจารณาค่าขอบเขตของจ านวนฟีโบนกัชีของกราฟใด ๆ   และ
ค่าขอบเขตของจ านวนฟีโบนักชีของกราฟต้นไม้ด้วย 
 

ค ำส ำคัญ :  จ านวนฟีโบนักชี  จ านวนลูคัส  กราฟ 
 
Abstract 
 

 In this article, we introduce the definition and examples of the Fibonacci numbers of graphs, which are 
related to the Fibonacci and Lucus numbers.  Furthermore, we gives the bounds of the Fibonacci numbers of 
graphs and the Fibonacci numbers of trees. 
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1.  บทน ำ 
 

 ล าดับฟีโบนักชี (Fibonacci sequence)  เป็นล าดับที่มีความส าคัญมากล าดับหนึ่งในคณิตศาสตร์  โดยตั้งชื่อ
เพื่อเป็นเกียรติแก่  เลโอนาร์โด ฟีโบนักชี  (Leonardo Fibonacci)  แห่งเมืองปิซา ประเทศอิตาลี  ( เกิดประมาณปี 
พ.ศ. 1713)   ซ่ึงท่านได้แนวคิดมาจากการตั้งปัญหาของการขยายพันธุ์ของกระต่าย   
 

ล าดับฟีโบนักชีนั้นมีความสัมพันธ์กับหลายส่ิงในธรรมชาติ  เช่น  รังผึ้ง  การแตกกิ่งของต้นไม้  กลีบ
ดอกไม้   การเรียงตัวของใบไม้แบบบันไดเวียน  เป็นต้น   
 
  
 
 
 
 
 
  
 
 
 

    รูปที่  1.  เลโอนาร์โด ฟีโบนักชี   
                                  (วิกิพีเดีย สารานุกรมเสร,ี 2558) 

      
 ในบทความนี้จะน าเสนอบทนิยามและตัวอย่างของจ านวนฟีโบนักชีของกราฟ  รวมถึงทฤษฎีบทต่างๆ ที่
เกี่ยวข้อง  ซ่ึงจะเป็นการเชื่อมโยงกันระหว่างเรื่องของทฤษฎีกราฟกับจ านวนในล าดับฟีโบนักชี   
 
2.  จ ำนวนฟีโบนักชขีองกรำฟ  
 

จ ำนวนฟีโบนักชลี ำดับที่ n  ( thn  Fibonacci number )    เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  
n
F    นิยามโดย

ความสัมพันธ์เวียนเกิด (recurrence relation)  ดังนี ้
 

         1 2n n n
F F F  โดยที่   0

0F   และ  1
1F  

 

ซ่ึงถ้าน ามาเขียนเป็นล าดับ (sequence)  จะได้ล าดับของจ านวนฟีโบนักชีเป็น  0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...  
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 ส าหรับกราฟในบทความนี้จะพิจารณาเฉพาะกราฟที่เป็นกราฟอย่างง่าย (simple graph)  นั่นคือ  เป็นกราฟ

ที่ไม่มีวงวน (loop)  และไม่มีเส้นเช่ือมหลายช้ัน (multiple edges)   

ก าหนดให้  G   เป็นกราฟ   เขียนแทนเซตของจุดยอด (vertex set)  ทั้งหมดใน G  ด้วย ( )V G  และเขียน

แทนเซตของเส้นเช่ือม (edge set) ทั้งหมดใน G  ด้วย ( )E G    
 

 ให้  ( ) { ( ) |S G A V G   สองจุดใดๆ ใน A  ไม่มีเส้นเชื่อมหากันในกราฟ G }    
  

ตัวอย่ำงที่ 1    
 
 
 
 

            รูปที ่ 2.  กราฟ G  
 
 จากกราฟ  G   ในรูปที่  2  จะได้ว่า   
 

     ( ) { , {1}, {2}, {3}, {4}, {1,3}, {1,4}, {3,4}, {1,3,4}}S G    

 
จ ำนวนฟีโบนักชีของกรำฟ G  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  ( )f G   โดยนิยามให้  ( ) | ( ) |f G S G      

นั่นคือให้  ( )f G  เป็นจ านวนสมาชิกในเซต ( )S G  
 
ตัวอย่ำงที ่2    พิจารณากราฟวิถี (path)  

1
P   และ 

2
P   ดังรูปที่  3 

  

   
 

 

           รูปที ่ 3.  กราฟวิถี 
1
P   และ 

2
P  

 
 จะได้ว่า  1

( ) { , {1}}S P   และ  2
( ) { , {1}, {2}}S P  

ดังนั้น  1 1
( ) | ( ) | 2f P S P   และ  2 2

( ) | ( ) | 3f P S P     

1
1
P

2
P

1 2

G

1 2 3

4
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 จากตัวอย่างที่  2   สามารถขยายผลลัพธ์ไปสู่จ านวนฟีโบนักชีของกราฟวิถี 
n
P  ส าหรับจ านวนเต็มบวก   

n  ใด ๆ ได ้ ซ่ึงจะสัมพันธก์ับจ านวนฟีโบนักชีดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบทท่ี 1    2

( )
n n

f P F   เมื่อ  
n
P   คือกราฟวิถีที่มีจ านวนจุดยอด  n  จุด 

 

บทพิสูจน์     
 

 

                 รูปที่  4.  กราฟวิถี 
n
P  

 

ก าหนดให้ ( )
n

A S P    พิจารณาจุดยอด  n  ในกราฟ 
n
P  โดยแบ่งออกเป็น  2  กรณีดังนี้ 

 

กรณีที่  1  :  n A   แล้วจะได้ว่า   1 1
| { ( ) | } | | ( ) | ( )

n n n
A S P n A S P f P  

กรณีที่  2  :  n A   แล้วจะได้ว่า 1n A    เนื่องจากจุดยอด 1n  และ n  มีเส้นเชื่อมหากัน 

ฉะนั้น  2 2
| { ( ) | } | | ( ) | ( )

n n n
A S P n A S P f P  

 

 ดังนั้น  1 2
( ) ( ) ( )
n n n

f P f P f P   โดยที่   1 3
( ) 2f P F    และ  2 4

( ) 3f P F  
 

 จากบทนิยามของจ านวนฟีโบนักชี  ท าให้สรุปได้ว่า   2
( )
n n

f P F     
 

 ต่อไปจะท าการพิจารณาจ านวนฟีโบนักชีของกราฟวง (cycle)  ซ่ึงจะมีความสัมพันธ์กับจ านวนลูคัส 
(Lucus number)  ที่มีบทนิยามคล้ายกับจ านวนฟีโบนักชีแต่แตกต่างกันที่ค่าเริ่มต้นดังนี้   
 

จ ำนวนลูคัสล ำดับที่ n  ( thn  Lucus number)  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  n
L   นิยามโดย 

 

   1 2n n n
L L L    โดยที่   0

2L    และ  1
1L  

 

ซ่ึงสามารถเขียนกระจายออกมาเป็นล าดับได้เป็น  2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, ...   
 

 ก่อนที่จะกล่าวถึงจ านวนฟีโบนักชีของกราฟวง  จะขอกล่าวถึงความสัมพันธ์ระหว่างจ านวนฟีโบนักชีและ
จ านวนลูคัสก่อนเพื่อน าไปใช้ในการพิจารณาหาค่าของจ านวนฟีโบนักชีของกราฟวงดังบทตั้งต่อไปนี้    
 
 
 
 

1 2  1n nn
P

...
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บทตั้งที่ 2    1 1n n n
L F F   ส าหรับทุกจ านวนนับ  n  

 

บทพิสูจน์     จะท าการพิสูจน์โดยใช้อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (induction)  บนค่าของ  n  

ก าหนดให้  ( )P n   แทนประพจน์  1 1n n n
L F F  

ขั้นฐาน  :  (1)P   เป็นจริง  เนื่องจาก  1 0 2
1L F F  

ขั้นอุปนัย  :   สมมติให้  ( )P i   เป็นจริงส าหรับทุก  1 i k  

   จะได้ว่า       1 1k k k
L L L  

    1 1 2k k k k
F F F F  

1 2 1
( ) ( )
k k k k
F F F F  

2k k
F F  

  ฉะนั้น  ( 1)P k   เป็นจริง 

 โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์  จึงสรุปได้ว่า  ( )P n   เป็นจริงส าหรับทุกจ านวนนับ  n  

 นั่นคือ  1 1n n n
L F F   ส าหรับทุกจ านวนนับ  n       

 

ทฤษฎีบทท่ี 3    1
( )

n n
f C L   เมื่อ  

n
C  คือกราฟวงที่มีจ านวนจุดยอด  n  จุด 

บทพิสูจน์     
 
 
 
 

 

             รูปที ่ 5.  กราฟวง 
n
C  

 

ก าหนดให้  ( )
n

A S C   พิจารณาจุดยอด  n   ในกราฟ 
n
C  โดยแบ่งออกเป็น  2  กรณีดังนี้ 

กรณีที่  1  :  n A   แล้วจะได้ว่า  1 1
| { ( ) | } | | ( ) | ( )

n n n
A S C n A S P f P  

กรณีที่  2  :  n A   แล้วจะได้ว่า  1, 1n A    

       ฉะนั้น  3 3
| { ( ) | } | | ( ) | ( )

n n n
A S P n A S P f P  

   ดังนั้น  1 3 1 1
( ) ( ) ( )

n n n n n
f C f P f P F F    

 

จากบทตั้งที่  2  จึงท าให้สรุปได้ว่า   1
( )

n n
f C L         

1

2

n

1n

3

n
C

...
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ต่อไปจะท าการพิจารณาจ านวนฟีโบนักชีของกราฟแบบบริบูรณ์ (complete graph)  ซ่ึงเป็นกราฟที่แต่ละ

จุดในกราฟมีเส้นเชื่อมหากันหมด  รวมถึงพิจารณาจ านวนฟีโบนักชีของกราฟที่แต่ละจุดในกราฟไม่มีเส้นเชื่อมหา
กันเลย  ซ่ึงจะได้ค่าออกมาดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 

ทฤษฎีบทที่ 4    ( ) 1
n

f K n   และ  ( ) 2n
n

f K   เมื่อ  
n
K   คือกราฟแบบบริบูรณ์ที่มีจ านวนจุดยอด  

n  จุด   และ  
n
K  คือกราฟที่มีจ านวนจุดยอด  n  จุดโดยที่แต่ละจุดในกราฟไม่มีเส้นเช่ือมหากันเลย 

 

บทพิสูจน์       
 
 
 
 
 
 

รูปที่  6.  กราฟ  
n
K   และ  

n
K  

 

            เนื่องจากแต่ละจุดในกราฟ n
K  มีเส้นเชื่อมหากันหมด  จึงได้ว่า  ( ) { , {1}, {2},..., { }}

n
S K n  

ดังนั้น  ( ) | ( ) | 1
n n

f K S K n   และเนื่องจากแต่ละจุดในกราฟ 
n
K  ไม่มีเส้นเชื่อมหากันเลย  จึงได้ว่า 

( ) ({1, 2, 3, ... , })
n

S K P n   โดยที่  ({1, 2, 3, ... , })P n  คือเซตก าลัง (power set)   ของเซต 

{1, 2, 3, ... , }n    ดังนั้น  ( ) | ( ) | 2n
n n

f K S K                

 

หมำยเหตุ       ก าหนดให้  1
G   และ  2

G   เป็นกราฟ โดยที่  1 2
( ) ( )V G V G   และ  1 2

( ) ( )E G E G  

        แล้วจะได้ว่า  2 1
( ) ( )S G S G   ดังนั้น  2 1

( ) ( )f G f G  

 
ทฤษฎีบทท่ี 5     ก าหนดให้ G  เป็นกราฟที่มีจ านวนจุดยอด n  จุด  แล้วจะได้ว่า  1 ( ) 2nn f G  
 

บทพิสูจน์      เนื่องจาก  ( ) ( ) ( )
n n

V G V K V K   และ  ( ) ( ) ( )
n n

E K E G E K  

   ดังนั้น ( ) ( ) ( )
n n

f K f G f K   โดยทฤษฎีบทที่  4  จะได้ว่า  1 ( ) 2nn f G       

  

n
K

1

2

n

1n

3

n
K

1

2

n

1n

3... ...
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กรำฟต้นไม้ (tree)  คือ  กราฟเชื่อมโยง (connected graph)  ซ่ึงไม่มีกราฟย่อยเป็นกราฟวง  และเรียกจุดยอด

ที่มีดีกรี 1 (จุดปลาย)  ในกราฟต้นไม้ว่า  ใบ (leaf)   
 
ตัวอย่ำงที ่ 3       
 
 
 
   
 

 

                  รูปที่  7. กราฟต้นไม้ T  
  
 จะเห็นได้ว่ากราฟ  T  ในรูปที่  7  เป็นกราฟเช่ือมโยงซ่ึงไม่มีกราฟย่อยที่เป็นกราฟวง  ฉะนั้นจึงได้ว่า  T                 
เป็นกราฟต้นไม้  โดยมีใบอยู่ทั้งหมด  4  ใบ  คือ  จุดยอด  5, 7, 8, 9           

 
กรำฟป่ำไม้ (forest)  คือ  กราฟที่ไม่มีกราฟย่อยเป็นกราฟวง  ซ่ึงจะได้ว่าแต่ละส่วนประกอบ (component) 

ของกราฟป่าไม้จะเป็นกราฟต้นไม้  ยกตัวอย่างเช่น  กราฟ F  ในรูปที่  8 
 
 
 
 

 
 

                  รูปที่  8.  กราฟป่าไม้ F  
 
ในทฤษฎีบทต่อไปจะแสดงค่าขอบเขตของจ านวนฟีโบนักชีของกราฟต้นไม้ที่มีจ านวนจุดยอด n  จุด   

 
 
 

T

1

2 3

4
5

6

7 8 9

F
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ทฤษฎีบทท่ี 6    ก าหนดให ้ T   เป็นกราฟต้นไม้ที่มีจ านวนจุดยอด n  จุด  แล้ว  1

2
( ) 2 1n

n
F f T  

 

บทพิสูจน์         1)     จะพิสูจน์ว่า  1( ) 2 1nf T   โดยใช้อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนค่าของ  n  

      ขั้นฐาน  :  1n   หรือ  2     

   ถ้า  1n    แล้ว  
1

T P    ดังนั้น  1 1( ) 2 2 1f T  

   ถ้า  2n   แล้ว  
2

T P    ดังนั้น  2 1( ) 3 2 1f T  
 

      ขั้นอุปนัย  :  3n    
 

สมมติให้  1( ) 2 1nf T     ส าหรับทุกกราฟต้นไม้  T  ซ่ึงมีจ านวนจดุยอด  

n จุด  โดยที่  n n  
 

   ก าหนดให้  v  เป็นใบของกราฟ  T   และ  ( )A S T  
 

กรณีที่  1  :   v A  

พิจารณากราฟ  { }T v   ( กราฟ T  ซ่ึงตัดจุดยอด v  ออกไป ) 

        จะได้ว่า  { }T v  เป็นกราฟต้นไม้ซ่ึงมีจ านวนจุดยอด  1n   จุด 

 โดยสมมติฐานของการอุปนัย (induction hypothesis)  จะได้ว่า    
2| { ( ) | } | ( { }) 2 1nA S T v A f T v  

 

 กรณีที่  2  :  v A     

สมมติให้  w   เป็นจุดยอดใน  T   ซ่ึงมีเส้นเช่ือมกับ  v   แล้ว  w A         

พิจารณากราฟ  { , }T v w   ซ่ึงมีจ านวนจุดยอด  2n   จุด 

โดยทฤษฎีบทที่  5  จะได้ว่า         

2| { ( ) | } | ( { , }) 2nA S T v A f T v w  
 

   จากกรณีที่  1  และ  2  ท าให้ได้ว่า 
 

           ( ) | { ( ) | } | | { ( ) | } |f T A S T v A A S T v A  

                  2 2 1(2 1) (2 ) 2 1n n n  
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          2)     จะพิสูจน์ว่า  2

( )
n

f T F   ส าหรับทุกกราฟป่าไม้  T   ที่มีจ านวนจุดยอด  n  จุด   

    โดยใช้อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนค่าของ  n  
 

     ขั้นฐาน  :  1n   หรือ  2     

   ถ้า  1n   แล้ว  
1

T P   ดังนั้น  3
( ) 2f T F  

   ถ้า  2n   แล้ว  
2

T P   หรือ   
2

T K    ซ่ึงได้ว่า   

                                              2 4
( ) 3f P F   และ  2 4

( ) 4 3f K F  

      
ขั้นอุปนัย  :  3n  

 

สมมติให้  2
( )

n
f T F   ส าหรับทุกกราฟป่าไม้  T  ซ่ึงมีจ านวนจุดยอด  n  จุด   

โดยที่  n n   ก าหนดให้ v  เป็นใบของกราฟ  T   และ  ( )A S T  
 

กรณีที่  1  :  v A     

เนื่องจาก  { }T v  เป็นกราฟป่าไม้ซ่ึงมีจ านวนจุดยอด 1n  จุด 

 โดยสมมติฐาน  จึงได้ว่า   
 

     1
| { ( ) | } | ( { })

n
A S T v A f T v F  

 

กรณีที่  2  :  v A     
 

สมมติให้  w   เป็นจุดยอดใน  T   ซ่ึงมีเส้นเช่ือมกับ  v   แล้ว  w A         

เนื่องจาก  { , }T v w   เป็นกราฟป่าไมซ่ึ้งมีจ านวนจุดยอด  2n   จุด 

โดยสมมติฐาน  จึงได้ว่า   
 

                  | { ( ) | } | ( { , })
n

A S T v A f T v w F  
 

จากกรณีที่  1  และ  2  ท าให้ได้ว่า 
 

                                             ( ) | { ( ) | } | | { ( ) | } |f T A S T v A A S T v A  
 

               1 2n n n
F F F  

 

เนื่องจากทุกกราฟต้นไม้เปน็กราฟป่าไม้  ดังนั้น  2
( )

n
f T F   ส าหรับทุกกราฟ

ต้นไม้  T   ที่มีจ านวนจดุยอด  n  จุด        
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บทสรุป  
  

บทความนี้ได้น าเสนอเกี่ยวกับจ านวนฟีโบนักชีของกราฟ  ซ่ึงพบว่าจ านวนฟีโบนักชีของกราฟวิถีจะมี
ความสัมพันธ์กับจ านวนฟีโบนักชี  และจ านวนฟีโบนักชีของกราฟวงจะมีความสัมพันธ์กับจ านวนลูคัส  ส าหรับ
กราฟ  G  ใด ๆ ที่มีจ านวนจุดยอด  n  จุด  จะได้ว่า  1 ( ) 2nn f G   และส าหรับกราฟต้นไม ้ T  ใด ๆ 

ที่มีจ านวนจุดยอด n  จุดนัน้  ค่าขอบเขตของจ านวนฟีโบนักชีของกราฟต้นไม ้T  คอื  1

2
( ) 2 1n

n
F f T  
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