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บทคัดย่อ
	 ในการสั่งงานหุ่นยนต์แขนกลให้มีการเคลื่อนที่ไปในพิกัดท่ีต้องการนั้น สามารถป้อนพิกัดจุดปลายเข้าไป 
ให้หุ่นยนต์แขนกลทำ�การคำ�นวณมุมในแต่ละข้อต่อของหุ่นยนต์เพื่อเคลื่อนที่ไปยังพิกัดท่ีสั่งงานได้โดยตรง หรือ
สามารถป้อนชุดคำ�สั่งของมุมในแต่ละข้อต่อของหุ่นยนต์เพื่อให้หุ่นยนต์เคล่ือนที่ไปในพิกัดที่ต้องการได้ งานวิจัยนี้
เป็นการศึกษาและทดสอบจลนศาสตร์แบบผกผันเพื่อคำ�นวณค่าของมุมในแต่ละข้อต่อเม่ือทำ�การส่ังงานให้หุ่นยนต์
แขนกลเคลือ่นท่ีไปในพกัิดทีต่อ้งการ และจลนศาสตรแ์บบไปขา้งหนา้เพือ่คำ�นวณพกัิดจดุปลายจากการส่ังงานหุน่ยนต ์ 
ขั้นตอนการทำ�งานเร่ิมจากการป้อนค่าของมุมในแต่ละข้อต่อเข้าไปยังหุ่นยนต์แขนกล Staubli RX 90 เพื่อส่ังงานให้
เขยีนตวัอกัษรภาษาองักฤษและทำ�การเก็บข้อมูลในการเคลือ่นท่ีของหุน่ยนตใ์นขณะเขียนตวัอกัษร เพือ่นำ�มาทดสอบ
ความถูกต้องของจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้าและจลนศาสตร์แบบผกผันของหุ่นยนต์แขนกลที่ได้ทำ�การวิเคราะห์ไว้  
ผลการทดสอบพบวา่การวเิคราะหจ์ลนศาสตร์แบบไปข้างหนา้มีความถกูตอ้งเนือ่งจากเม่ือทำ�การป้อนค่ามุมในแตล่ะขอ้
ตอ่ทีเ่ก็บมาได้จากหุน่ยนตม์าคำ�นวณจลนศาสตรแ์บบไปขา้งหนา้จะได้ผลของการเขยีนตวัอกัษรภาษาองักฤษทีค่ล้าย
กันกับตัวอักษรภาษาอังกฤษที่หุ่นยนต์เขียนขึ้น และเมื่อทำ�การทดสอบจลนศาสตร์แบบผกผัน โดยนำ�ค่ามุมที่ได้จาก 
การเขยีนตวัอกัษรภาษาองักฤษมาเปรียบเทยีบกัน กพ็บวา่การคำ�นวณมุมจากจลนศาสตรแ์บบผกผนัในขอ้ต่อที ่1−3 นัน้ 
มีค่าความผดิพลาดในระดับ 10−14 องศา−10−15 และขอ้ตอ่ท่ี 4 และ 6 มีค่าความผดิพลาดในระดับ 0.07 และ 0.03 องศาตามลำ�ดับ  
ส่วนข้อต่อที่ 5 แม้ว่าจะมีค่าความผิดพลาดไปประมาณ 2.50 องศา ก็ไม่ได้ส่งผลผิดพลาดในการทำ�งานของหุ่นยนต ์
แต่ประการใด ดังนั้นจึงสรุปได้ว่าการคำ�นวณจลนศาสตร์แบบผกผันนั้นมีความถูกต้องและเชื่อถือได้อีกเช่นเดียวกัน
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Abstract
	 In order to command a robot to move to a desired position, the position and orientation of the end effector 
are required to calculate an appropriate rotating angle for each link. On the other hand, a sequence of rotating 
angles for each link can be fed directly into the robot to move to the desired location. This research focuses 
on a calculation and validation of forward and inverse kinematics of a Staubli RX 90 robot arm performing a 
writing task. A path trajectory for writing an English alphabet is first generated and fed as an input command 
to the robot. While the robot is moving, rotating angles from each link are collected to validate an accuracy of 
the kinematics analysis. Comparisons between experimental results and calculations of forward and inverse 
kinematics in simulation have shown that the analysis of forward and inverse kinematics of Staubli RX 90 is 
correctly verified with some acceptable angle errors in link number 5.
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1. บทนำ�
	 ในปัจจบัุนโรงงานอตุสาหกรรมตา่งๆ ได้นำ�เทคโนโลยี
หุน่ยนตม์าใชใ้นขบวนการผลติสนิค้า ตวัอย่างเชน่ หุน่ยนต์ 
หยิบจบัสิง่ของจากตำ�แหนง่หนึง่ไปยังอกีตำ�แหนง่หนึง่ [1]  
หรือหุ่นยนต์เชื่อมวงจรไฟฟ้าในอุตสาหกรรมอิเล็กทรอนิกส์  
[2], [3] หรือหุ่นยนต์ประกอบชิ้นส่วนต่างๆ ในอุตสาหกรรม 
ยานยนต์ หุ่นยนต์ต่างๆ เหล่านี้ส่วนใหญ่จะมีโครงสร้าง 
คล้ายกับแขนของมนุษย์ ซึ่งสามารถถูกนำ�มาพัฒนา 
เพื่อการใช้งานทางด้านการแพทย์ได้หลากหลาย ไม่ว่า
จะเป็นหุ่นยนต์ตักอาหารให้แก่ผู้ป่วย [4] หรือหุ่นยนต์
ช่วยในการผ่าตัด [5], [6] โดยลักษณะการเคล่ือนท่ีของ
หุ่นยนต์ในแบบต่างๆ จะเลียนแบบมาจากการเคล่ือนที่
ของมนุษย์
	 ในการสั่งงานให้หุ่นยนต์แขนกลเคล่ือนที่ไปยัง 
ตำ�แหน่งใดๆ นั้น สามารถควบคุมการเคลื่อนของ 
หุ่นยนต์ที่ได้สองวิธี ได้แก่ ควบคุมโดยป้อนตำ�แหน่งของ 
ปลายแขน (End Effector) และควบคุมโดยป้อนค่ามุม
แต่ละข้อต่อของหุ่นยนต์แขนกล (Joint Angle) ให้กับ 
หุ่นยนต์โดยตรง การใช้งานแต่ละวิธีขึ้นอยู่กับวิธีการสั่งงาน 
ของผูใ้ชง้าน โดยท่ัวไปถา้ผูใ้ชง้านมีการสัง่งานใหหุ้น่ยนต์ 
แขนกลมีการเคลื่อนที่ไปยังพิกัดที่ต้องการ สามารถ 
พิจารณามุมในแต่ละข้อต่อของหุ่นยนต์ได้จากจลนศาสตร์ 
แบบผกผนั (Inverse Kinematics) และในทางตรงกนัขา้ม 
สามารถนำ�มุมในแต่ละข้อต่อของหุ่นยนต์ ท่ี มีการ 
เคล่ือนทีไ่ป มาประมวลเพือ่คำ�นวณหาพกัิดของจุดปลาย
แขนของหุ่นยนต์ได้จากจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้า  
(Forward Kinematics) สามารถนำ�จลนศาสตร์แบบ 
ผกผันและจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้าของหุ่นยนต์
มาทำ�การวิเคราะห์หาพื้นท่ีการทำ�งาน (Workspace)  
ของหุ่นยนต์แขนกลได้ งานวิจัย [7] ได้มีการนำ�เอา 
จลนศาสตร์แบบผกผันและจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้า 
มาวเิคราะหห์าพืน้ทีก่ารทำ�งานของหุน่ยนตช์ว่ยพยงุแขน 
สำ�หรับผูพ้กิารเพือ่ฝกึการเคล่ือนทีข่องแขน และในงานวจิยั  
[8] เป็นการหาจลนศาสตร์แบบผกผันและจลนศาสตร์ 
แบบไปข้างหน้าของหุ่นยนต์แขนกลสำ�หรับงานเชื่อม  
ซึ่งยังขาดการแสดงผลการทดลองว่าวิธีการหาค่าน้ัน 
ถูกต้องมากน้อยเพียงใด ในงานวิจัย [9] เป็นการหา 

จลนศาสตร์แบบผกผันและจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้า
ของหุ่นยนต์แขนกลแบบขนาน (Parallel Manipulator) 
เพื่อวิเคราะห์หาพื้นที่ทำ�งานของหุ่นยนต์ 
	 งานวิจัยนี้เป็นงานวิจัยเชิงประยุกต์ซึ่งจะนำ�เอา 
ทฤษฎีการวิเคราะห์จลนศาสตร์แบบผกผันและจลนศาสตร์
แบบไปข้างหน้าของหุ่นยนต์อุตสาหกรรมมาทดสอบ
ความถูกต้องก่อนท่ีจะถูกนำ�ไปใช้เพื่อพิจารณาหาพื้นท่ี
การทำ�งานของหุน่ยนตซ์ึง่จะทำ�ใหท้ราบขอบเขตทีช่ดัเจน
ที่หุ่นยนต์สามารถเคล่ือนท่ีไปได้ โดยจะเป็นประโยชน์
ในการออกแบบ จัดวางหุ่นยนต์ให้เข้ากับระบบอัตโนมัติ
อื่นๆ ในขบวนการผลิตทางด้านอุตสาหกรรม
	 ขัน้ตอนการทำ�งานเร่ิมจากการวเิคราะหห์าจลนศาสตร์
แบบไปข้างหน้าและจลนศาสตร์แบบผกผันของหุ่นยนต์
แขนกล 6 แกน รุ่น Staubli RX 90 [10] ทีป่ระกอบไปด้วย  
ฐาน หวัไหล่ แขนท่อนบน ขอ้ศอก แขนทอ่นล่าง และขอ้มือ  
ซึ่งถูกอธิบายไว้ใน [11]–[13] จากนั้นจึงเก็บค่าพิกัดและ 
มุมในข้อต่อต่างๆ ขณะท่ีหุ่นยนต์เคล่ือนท่ีไปเขียน 
ตัวอักษรภาษาอังกฤษ เพื่อนำ�มาวิเคราะห์เปรียบเทียบ
ความถูกต้องของจลนศาสตร์แบบผกผันและจลนศาสตร์
แบบไปข้างหน้าของหุ่นยนต์ต่อไป 

2. ระเบียบวิธีวิจัย
2.1 หุ่นยนต์แขนกล
	 รูปที่ 1 แสดงภาพของหุ่นยนต์แขนกลท่ีใช้ในงาน
วจิยันีมี้ชือ่รุ่นวา่ Staubli RX 90 ซึง่ประกอบไปด้วยขอ้ตอ่ 
(Link) ตา่งๆ ท้ังหมด 6 ขอ้ตอ่ ได้แก่ ฐาน (Base) หวัไหล่  
(Shoulder) แขนท่อนบน (Arm) ข้อศอก (Elbow) แขน
ท่อนล่าง (Forearm) และข้อมือ (Wrist) โดยแต่ละข้อต่อ 
สามารถหมุนได้ตามค่าท่ีแสดงในรปูที ่2 เนือ่งจากมอเตอร์ 
ทีใ่ชข้บัเคลือ่นในแตล่ะขอ้ตอ่เป็นแบบมอเตอร์กระแสสลบั 
(AC Motor) จึงต้องทำ�การจ่ายไฟ 3 เฟสเข้าไปยังตัว
หุ่นยนต์เพื่อส่ังงานโดยผ่านตู้ควบคุมซึ่งประกอบไปด้วย 
ตัวประมวลผล (Controller) โมดูลขับเคลื่อนมอเตอร์ 
(Motor Drive Module) รวมไปถงึการ์ดตดิตอ่กับอปุกรณ ์
ภายนอกต่างๆ (Interface Cards) ทั้งนี้ผู้ใช้งานสามารถ
สั่งงานโดยใช้ Teach Pendant เพื่อสั่งงานให้หุ่นยนต์
ทำ�งานในโหมด Manual หรือสามารถส่ังงานผ่านเมาส์
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และคีย์บอร์ดเพื่อให้หุ่นยนต์ทำ�งานในโหมด Automatic 
โดยข้อมูลต่างๆ จะถูกแสดงในมอนิเตอร์ดังแสดงใน 
รูปท่ี 3 ในการสัง่งานใหหุ้น่ยนตเ์คล่ือนท่ีในโหมดการทำ�งาน
แบบ Automatic นั้น ผู้ใช้งานสามารถสั่งงานได้โดยผ่าน 
LAN (Local Area Network) หรือผ่าน Serial Port  
ซึง่ในงานวจิยันีไ้ด้ทำ�การสัง่งานจากโปรแกรม Adept เพือ่
ส่งข้อมูลโดยผ่าน LAN เนื่องจากส่งข้อมูลได้รวดเร็วกว่า

2.2 Denavit−Hartenberg Method
	 Denavit−Hartenberg (DH) Method [14] เป็นวิธีที่ 

รูปที่ 1 หุ่นยนต์แขนกลอุตสาหกรรม Staubli RX 90

รูปที่ 2 ภาพแสดงขนาดของมุมหมุนในแต่ละข้อต่อ

	 (ก) 	 (ข)

รูปที่ 3 ตู้ควบคุม (ก) ชุดสั่งงานและแสดงผลข้อมูล (ข)

 รูปที่ 4 ภาพแสดงการวางตัวของข้อต่อในแต่ละแกน

แพร่หลายสำ�หรับวิเคราะห์จลนศาสตร์ของหุ่นยนต์ที่
ประกอบไปด้วยขอ้ตอ่ตา่งๆ (Rigid Robot) ท่ีเชือ่มโยงแกน
ในแต่ละแกนเข้าด้วยกัน แกนต่างๆ จะต่อกันในลักษณะ
อนุกรมกันไปเรื่อยๆ เริ่มตั้งแต่แกนที่ 0 ไปจนกระทั่งถึง 
แกนที ่  สำ�หรบัหุน่ยนตท่ี์มีทัง้หมด  แกน ท้ังนีใ้นการ
วเิคราะหด้์วยวิธกีาร Denavit−Hartenberg (DH) Method 
ขอ้ต่อใดๆ ทีจ่ะนำ�มาวเิคราะหจ์ะต้องเป็นขอ้ตอ่ท่ีสามารถ
เคลื่อนที่ยืดหดได้ (Prismatic Joint) หรือเป็นข้อต่อ 
ท่ีหมุนได้ (Revolute Joint) เพยีงอยา่งใดอยา่งหนึง่เทา่นัน้ 
ไม่สามารถเป็นขอ้ตอ่ทีเ่คล่ือนท่ียดืหดและหมุนได้ในแกน
เดียวกันอย่างเช่นใน Ball และ Socket Joint ซึ่งเป็น  
2−Degree−of−Freedom Joint
	 ในการวิเคราะห์ DH Method จะเร่ิมจากการพิจารณา
โครงสร้างการวางตัวของข้อต่อต่างๆ ในตัวหุ่นยนต์ และ
ทิศทางของแกนพิกัดคาร์ทิเชียนที่อ้างอิง (Frames of 
Reference) ในแต่ละข้อต่อ ซึ่งถูกแสดงในรูปที ่4 
	 จากนั้นจะพิจารณาการเปลี่ยนตำ�แหน่งและพิกัด
จุดอ้างอิงในแกนท่ีอยู่ติดกันโดยการใช ้Transformation 
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(4)

โดยค่าพารามิเตอร์ต่างๆ ถูกแสดงได้ดังนี้

	 กำ�หนดให้ Cj= cos(ϴj) Sj= (ϴj) Cij= cos (ϴi+ ϴj)  

Matrix ซึ่ง Transformation Matrix ของหุ่นยนต์ท่ีมี 
แกนพกัิดอา้งองิในแตล่ะขอ้ตอ่ดังแสดงในรปูที ่4 มีค่าเป็น

 (1)
 					   

 (2)

	 กำ�หนดให้ i−1 คือ Transformation Matrix จาก
แกน i−1 ไปยังแกน i และ ตัวแปร ɑ −1 คือค่ามุมระหว่าง
แกน Zi−1 และแกน Zi รอบแกน Xi−1 ตัวแปร Di คือระยะ
ห่างระหว่างแกน Zi−1และแกน Zi−1ตามแนวแกน Xi−1  
ตัวแปร Ɵi คือค่ามุมระหว่างแกน Xi−1 และแกน Xi  
รอบแกน Zi ɑi   คือระยะห่างระหว่างแกน Xi−1 และแกน Xi  

ตามแนวแกน Zi

	 เม่ือได้ค่า Transformation Matrix ของพิกัดและ 
จุดอ้างอิงในแกนที่อยู่ติดกันหรือ  แล้ว สามารถ 
คำ�นวณหาพกัิดและจดุอา้งองิจากเฟรมอา้งองิของแกนท่ี 6  
เทียบกับไปยังเฟรมอ้างอิงของแกนที่ 0 ได้จากสมการ

 	  (3)

ทั้งนี้ค่าตัวแปรต่างๆ จะถูกคำ�นวณในหัวข้อถัดไป

2.3 จลนศาสตร์แบบไปข้างหน้า 
	 ในการวิเคราะห์จลนศาสตร์แบบไปข้างหน้า จะนำ� 
การวิเคราะห์จาก [11]−[13] มาใช้ในการหา Transformation  
Matrix จากแกนที่ 0 ไปยังแกนที่ 6 หรือ  โดยทำ� 
การหาค่าพารามิเตอร์ ɑi  Di  ϴi และ ɑi  หรือ DH Parameters  
ซึ่งจะคำ�นวณได้จากกฎมือขวา โดยกำ�หนดให้แกน X, Y  
และ Z ตั้งฉากซึ่งกันและกัน ให้นิ้วหัวแม่มือแทน 
แกน Z นิ้วชี้แทนแกน X และนิ้วกลางแทนแกน Y แล้ว
ทำ�การหาค่าของมุมบิดและระยะห่างระหว่างแกนท่ีอยู่
ติดกัน ค่า DH Parameters ท่ีคำ�นวณหาได้ถูกแสดงใน 

ตารางที่ 1 โดยที่ ค่า RL4 และ D3 มีค่าเป็น 0.45 เมตร 
และ 0.45 เมตร ตามลำ�ดับ

T i	 = Rot(x,ɑi) Trabs (x, Di)
		  Rot (z,ϴi) Trabs (z,ai)

i−1

6 
 

 = C1(C23(C4C5C6 – S4S6) – S23S5C6) – 
 S1(S4C5C6 + C4S6) 

 = S1(C23(C4C5C6 – S4S6) – S23S5C6) +  

C1(S4C5C6 + C4S6) 

 = S23(C4C5C6 – S4S6) + C23S5C6 

 = C1(-C23(C4C5S6 + S4C6) + S23S5S6) + 
 S1(S4C5S6 – C4C6) 

 = S1(-C23(C4C5S6 + S4C6) + S23S5S6) –  

C1(S4C5S6 – C4C6) 

 = -S23(C4C5S6 + S4C6) – C23S5S6 

= -C1(C23C4S5 + S23C5) + S1S4S5 

= -S1(C23C4S5 + S23C5) – C1S4S5 

 = -S23C4S5 + C23C5 

 = C1(S23RL4 + C2D3) 

 = S1(S23RL4 + C2D3) 

 = C23RL4 -S2D3 

กำหนดให้   

 และ   

โดย  และ  คือตัวเลขใดๆ ตั้งแต่ 1 ถึง 6 

 
 
 
 
µตÒาÃรÒา§ง·ทÕีè่ 1 ค่า DH Parameters 

 
2.4 ¨จÅล¹นÈศÒาÊสµตÃรì์áแºบºบ¼ผ¡ก¼ผÑั¹น (Inverse Kinematics)  

จลนศาสตร์แบบผกผันเป็นการคำนวณหาค่ามุมข
องแต่ละข้อต่อที่ทำให้ปลายแขนของหุ่นยนต์อยู่ที่ตำแห

น่งตามที่ต้องการ ซึ่งในงานวิจัยนี้ได้อาศัย Algebraic 
Solution Approach [11]-[13] 
มาใช้ในการคำนวณหามุมในแต่ละข้อต่อที่ต้องเคลื่อนที่ไ
ปเมื่อกำหนดตำแหน่งจุดปลายที่ต้องการเคลื่อนที่ไปมาใ
ห้ ซึ่งจะเป็นการคำนวณย้อนกลับหา Inverse 
Transformation Matrix 
จากแกนของจุดปลายไปยังแกนของฐาน โดยกำหนดให้ 

 คือ Transformation Matrix จาก แกน  

ไปยังแกน  ดังนั้นเราสามารถคำนวณหา  

ต่างๆ ได้ดังต่อไปนี้ 

                   (5) 

 
ทั้งนี้เราสามารถกำหนดพิกัดของจุดปลายของแขน

กลได้จาก  โดยกำหนดให้  

คือพิกัดของจุดปลายของแขนกลที่ต้องการเคลื่อนที่ไป 
ซึ่งสามารถเขียน Orientation และ Position 
ในรูปแบบของเมทริกซ์ได้ดังต่อไปนี ้ 

 

          (6) 

 
เมื่อ  และ   คือ Orientation Matrix และ 

Position Matrix ของจุดปลายที่ต้องการเคลื่อนที่ไป 

ดังนั้นเราสามารถหา  ได้จาก 

 

           (7) 

Joint   i  

1 0 0 1 0 

2  0 2 0 

3 0 0 3 D3 

4 -  RL4 4 0 

5  0 5 0 

6 -  0 6 0 

Joint  
1

2

3

4

5

6

ตารางที่ 1 ค่า DH Parameters

	 เม่ือแทนค่า DH Parameter ลงไปใน Transformation  
Matrix แล้ว สามารถหาค่หรือตำ�แหนง่และพกัิดจดุปลายของ 
แขนกลที่ต้องการเคลื่อนที่ไปได้ดังสมการ
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และ Sij= Sin (ϴi+ ϴj) โดย i และ j คือตัวเลขใดๆ ตั้งแต่ 
1 ถึง 6

2.4 จลนศาสตร์แบบผกผัน 
	 จลนศาสตร์แบบผกผนัเป็นการคำ�นวณหาคา่มุมของ
แต่ละข้อต่อที่ทำ�ให้ปลายแขนของหุ่นยนต์อยู่ที่ตำ�แหน่ง
ตามท่ีต้องการ ซึ่งในงานวิจัยนี้ได้อาศัย Algebraic  
Solution Approach [11]−[13] มาใชใ้นการคำ�นวณหามุม 
ในแต่ละข้อต่อที่ต้องเคล่ือนท่ีไปเม่ือกำ�หนดตำ�แหน่ง 
จุดปลายท่ีต้องการเคลื่อนที่ไปมาให้ ซ่ึงจะเป็นการ
คำ�นวณย้อนกลับหา Inverse Transformation Matrix  
จากแกนของจุดปลายไปยังแกนของฐาน โดยกำ�หนด 
ให้ Ui คือ Transformation Matrix จาก แกน i ไปยัง 
แกน  i +1 ดังนั้นสามารถคำ�นวณหา Ui ต่างๆ ได้ดัง 
ต่อไปนี้
 	

 

(5)

	
	 ทั้งนี้สามารถกำ�หนดพิกัดของจุดปลายของแขนกล 
ได้จาก U0 โดยกำ�หนดให้ U0d คือพิกัดของจุดปลาย 
ของแขนกลที่ต้องการเคลื่อนท่ีไป ซึ่งสามารถเขียน 
Orientation และ Position ในรูปแบบของเมทริกซ์ได้ 
ดังต่อไปนี้ 

 (6)

	

	 เมื่อ A และ P คือ Orientation Matrix และ Position  
Matrix ของจดุปลายท่ีตอ้งการเคลือ่นทีไ่ป ดังนัน้สามารถ 
หา Uid  ได้จาก

 (7)

	 จากนัน้นำ�เอา Uid   ทีไ่ด้จากสมการที ่(7) มาเทยีบกับ  
Ui ในสมการที ่(5) เพือ่คำ�นวณหาค่าของ ϴid   ในแตล่ะแกน  
โดยวิธีการหาค่าอธิบายได้ดังต่อไปนี้ 
	 การหาคา่ ϴ1หาได้จากการกำ�หนดให้ U1d  เท่ากับ U1 แลว้  
ทำ�การเทียบค่าในแถวที่ 2 หลักที่ 4 ซึ่งมีสมการเป็น 

 		   (8)

และสามารถหาคำ�ตอบของสมการได้เป็น
 
 	 	  (9)

	 การหาค่า ϴ2 และ ϴ3 หาได้จากการกำ�หนดให้ U2 d  

เท่ากับ U2  แล้วทำ�การเทียบค่าในแถวที่ 1 หลักที่ 4 ซึ่งม ี
สมการเป็น 

 	 −S3RL4 + D3 = C2(C1Px + S1Py) + S2Pz (10)

และค่าในแถวที่ 2 หลักที่ 4 ซึ่งมีสมการเป็น

 	 C3RL4 = −S2(C1Px + S1Py) + C2Pz	  (11)

จากสมการท่ี (10) และ (11) สามารถหาคำ�ตอบของ
สมการได้

 	  (12)

โดยที่

Ui

U0d
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 (13)

ซึ่งค่าของ ε= 1 ส่วนค่าตัวแปรอื่นๆ มีค่าดังต่อไปนี้

 				    	

(14)

และจากสมการที่ (10) และ (11) สามารถหาอีกหนึ่ง 
คำ�ตอบของสมการได้เป็น

	  	 	  (15)

โดยที่
 	

 (16)

	 การหาคา่  ,  และ  จากการพจิารณา Orientation  
Matrix  หรอืเมทริกซ ์3×3 ทีอ่ยู่ภายใน  กำ�หนดให ้
 				  

	  (17)

โดย 

	  (18)

	
	 ส่วนค่าสัมประสิทธิ์ต่างๆ ภายใน Gx Gy Gz และ  
Hx Hy  Hz    จะคล้ายกันกับ Fx  Fy   Fz     แต่จะเปลี่ยน

ชุดตัวแปรจาก Sx Sy Sz มาเป็น Nx Ny Nz และ ax  ay  az  

ตามลำ�ดับ และเมื่อหา Orientation Matrix หรือเมทริกซ์ 
A4d 3×3 ที่อยู่ภายใน U4d จะได้

 	

 (19)

และเม่ือทำ�การเทียบค่าสัมประสิทธิ์ภายใน A4d เท่ากับ  
A4 แล้วทำ�การเทียบค่าในแถวที่ 2 หลักที่ 3 จะได้สมการ
       		   

(20)

จะสามารถหาค่าของ  ได้ดังสมการ

 	  (21)

และเมื่อทำ�การเทียบค่าสัมประสิทธิ์ในแถวที่ 1 หลักที่ 3 
และแถวที่ 3 หลักที่ 3 ของเมทริกซ์ A4d และ A4 จะได้
สมการ 2 สมการคือ

(22)

และเมื่อทำ�การหาค่าของ  จะได้ค่าดังสมการ

 		   (23)

และเมื่อทำ�การเทียบค่าสัมประสิทธิ์ในแถวที่ 2 หลักที่ 1  
และแถวที่ 2 หลักที่ 2 ของเมทริกซ์ A4d  และ A4 จะได ้
สมการ 2 สมการคือ

 	  (24)

และเมื่อทำ�การหาค่าของ  จะได้ค่าดังสมการ
 (25)

Fx = C23(C1sx+S1s) +S23Sz

Fy = − S23(C1sx+S1Sy) + C23Sz

FZ= S1SX − C1Yy
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2.5 การใช้งานจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้าและ
จลนศาสตร์แบบผกผัน
	 จากการวิเคราะห์จลนศาสตร์แบบไปข้างหน้าและ
จลนศาสตร์แบบผกผันของหุ่นยนต์แขนกล Staubli 
RX 90 ในหัวข้อที่แล้ว สามารถนำ�จลนศาสตร์แบบไป 
ข้างหน้ามาคำ�นวณหาพิกัดปลายแขนของหุ่นยนต์เม่ือ
ทำ�การป้อนค่ามุมในแกนต่างๆ ของหุ่นยนต์  
โดยใช้ Transformation Matrix  จากสมการท่ี (4)  
พรอ้มกับคา่ DH Parameter ดังตารางที ่1 มาคำ�นวณ ซึง่ใน 
ระนาบ 2 มิติ จะพิจารณาค่าในแนวแกน “X” และ “Z” 
หรือ  และ  ของเมทริกซ์  ตามลำ�ดับ และ 
ในทำ�นองเดียวกันสามารถนำ�เอาจลนศาสตร์แบบผกผัน
มาคำ�นวณหามุมในแต่ละข้อต่อท่ีเคล่ือนท่ีไป  
จากการรูค้า่ Transformation Matrix โดยคำ�นวณไดจ้าก
สมการที ่(9), (12), (15), (21), (23) และ (25) ตามลำ�ดับ 

3. ผลการทดลองและวิเคราะห์ผล
	 ในการทดลองเพื่อทดสอบความถูกต้องของ
จลนศาสตร์แบบไปข้างหน้าและจลนศาสตร์แบบผกผัน
ที่ได้คำ�นวณไว้ในหัวข้อที่แล้ว เริ่มจากการสั่งงานให้ 
หุ่นยนต์แขนกลเขียนตัวอักษร โดยกำ�หนดตำ�แหน่ง 
เร่ิมต้นของปลายปากกาให้ห่างจากกระดานไวท์บอร์ด
เป็นระยะ 5 มิลลิเมตร ซึ่งเป็นระยะที่กำ�หนดให้หุ่นยนต ์
แขนกลยกปากกาขึ้นในกรณีท่ีไม่ต้องการให้เขียนตัว
อักษรเพื่อหลีกเล่ียงการกระแทกระหว่างปากกาและ 
ไวทบ์อร์ด ท้ังนีส้ามารถทำ�การสัง่งานหุน่ยนตใ์หเ้ขยีนตวั
อกัษรตามทีก่ำ�หนดได้จาก Graphic User Interface (GUI)  
ดังแสดงในรูปที ่5 และสามารถดูการทำ�งานของหุ่นยนต์
ได้โดยผ่านหน้าจอนี้เช่นเดียวกัน รูปที่ 6 แสดงตัวอักษร 
“A” “E” “I” “O” และ “U” ท่ีเขียนขึ้นโดยหุ่นยนต์ 
แขนกล 
	 ในการเขียนตัวอักษรตัวต่างๆ ได้ทำ�การเก็บค่ามุม 
ในแต่ละข้อต่อเพื่อนำ�มาป้อนเข้าไปในชุดสมการการ
คำ�นวณจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้าแล้วทำ�การพล็อต
ค่าในแนวแกน “X” และ “Z” ของหุ่นยนต์ รูปท่ี 7 
แสดงภาพตัวอักษร “A” “E” “I” “O” และ “U” ที่เกิด
จากการคำ�นวณจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้าโดยป้อนมุม  

 ที่วัดมาได้จากหุ่นยนต์ จะเห็นได้ว่าตัวอักษรที่
สร้างข้ึนมาจากการคำ�นวณจลนศาสตร์แบบไปข้างหน้า
ในรูปท่ี 7 อาจจะมีลักษณะไม่สมบูรณ์เหมือนในรูปที่ 6 
โดยเฉพาะตัวอักษร “E” เนื่องมาจากไม่สามารถทำ� 
การเก็บค่า  ได้ทันและพอท่ีจะสร้างตัวอักษร 
กลับมาได้เหมือนเดิมทุกประการ เพราะในการเขียน 
ตัวอักษรแต่ละตัว หุ่นยนต์ใช้เวลาเพียงแค่ 2−3 วินาที  
ในขณะท่ี Sample Time ในการเก็บคา่สัญญาณตา่งๆ มีค่า 
เพียง 0.05 วินาทีเท่านั้น ทำ�ให้ตัวอักษรที่ได้ในรูปท่ี 7  
จึงไม่สมบูรณ์เหมือนในรูปท่ี 6 แต่ถือว่าใกล้เคียงกัน  

รูปที่ 5 หน้าจอสั่งงานหุ่นยนต์

รูปที่ 6 ตัวอักษรที่ถูกเขียนขึ้นโดยหุ่นยนต์
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ดังนั้นจึงสามารถสรุปได้ว่าชุดสมการการคำ�นวณ
จลนศาสตร์แบบไปข้างหน้ามีความถูกต้องและเชื่อถือได้ 
	 เพื่อเป็นการทดสอบผลการคำ�นวณจลนศาสตร์
แบบผกผัน จึงได้นำ�พิกัดคาร์ทิเชียนท่ีคำ�นวณได้จาก 
จลนศาสตรแ์บบไปข้างหน้ามาใช้ในการคำ�นวณจลนศาสตร์
แบบผกผันเพื่อหาค่ามุมในแต่ละข้อต่อที่ หุ่นยนต์ได้
เคลื่อนที่ไปและนำ�มาเปรียบเทียบกับค่ามุมในแต่ละ
ข้อต่อที่วัดมาได้จากการทดลองจากการสั่งงานให้ 
หุน่ยนตเ์ขยีนตวัอกัษร ซึง่ผลการทดลองสามารถถกูแสดง 
ได้ดังกราฟในรูปที่ 8−12 รูปที่ 8 แสดงมุมในแต่ละ 
ข้อต่อท่ีเปรียบเทียบระหว่างผลการคำ�นวณจลนศาสตร์ 
แบบผกผันและผลที่เก็บค่ามาได้ขณะท่ีหุ่นยนต์เขียน 
ตัวอักษร “A” โดยรูปเล็กด้านซ้ายบนแสดงมุม รูปเล็ก
ด้านขวาบนแสดงมุม รูปเล็กด้านซ้ายกลางแสดงมุม  
รูปเล็กด้านขวากลางแสดงมุม รูปเล็กด้านซ้ายล่าง 
แสดงมุม รูปเล็กด้านขวาล่างแสดงมุม และรูปท่ี 9−12 
แสดงมุมในแต่ละข้อต่อที่ เปรียบเทียบระหว่างผล 
การคำ�นวณจลนศาสตร์แบบผกผันและผลท่ีเก็บค่ามาได้

รูปที่ 7 อักษรที่เกิดจากการคำ�นวณจลนศาสตร์แบบไป
ข้างหน้า

รูปที่ 8 มุมในแต่ละข้อต่อจากการเคล่ือนท่ีของหุ่นยนต์
เปรียบเทียบกับการคำ�นวณจลนศาสตร์เพื่อ
เขียนตัวอักษร “A”

ขณะท่ีหุ่นยนต์เขียนตัวอักษร “E” “I” “O” และ “U” 
ตามลำ�ดับ 
	 จะเหน็ได้วา่ไม่วา่จะเขยีนตวัอกัษรใดๆ มุมท่ีได้จาก
การคำ�นวณจลนศาสตร์แบบผกผันและมุมที่เก็บค่าได้ 
จากการทดลองการเขียนอักษรในรูปท่ี 8−12 นั้น มีค่า
ใกล้เคียงกันมาก โดยตารางที่ 2 จะแสดงค่า Root Mean 
Square Error (RMSE) ในแต่ละข้อต่อเม่ือทำ�การเขียน
ตัวอักษรแต่ละตัว โดยค่าความผิดพลาดของมุม   
และ  นั้นมีค่าน้อยมากในระดับ  องศา 
ส่วนค่าความผิดพลาดของมุม  และ   ก็มีค่าน้อย 
เช่นเดียวกัน ในระดับ 0.07 และ 0.03 องศาตามลำ�ดับ 
ซึ่งก็ยังไม่สามารถสังเกตเห็นได้ในรูปที่ 8−12 แต่ใน 
กรณีของมุม  ท่ีมีค่าความผิดพลาดไปประมาณ  
2.50 องศา ซึ่งสามารถสังเกตเห็นได้อย่างชัดเจน 
ในรูปที่ 8−12 นั้น ก็ไม่ได้ทำ�ให้หุ่นยนต์ทำ�งานผิดพลาด 
แต่ประการใด เนื่องจากไม่สามารถสังเกตเห็นความผิดพลาด 
เม่ือนำ�ค่ามุมที่คำ�นวณด้วยจลนศาสตร์แบบผกผัน 
ไปส่ังงานให้หุ่นยนต์เขียนตัวอักษรซํ้าอีกคร้ังหนึ่ง หรือ 
อาจกล่าวได้ว่าเม่ือนำ�ค่ามุมท่ีคำ�นวณได้จากจลนศาสตร์ 
แบบผกผันไปสั่งงานหุ่นยนต์ หุ่นยนต์สามารถเขียน 
ตวัอกัษรได้อย่างถกูตอ้งเหมือนกับการสัง่งานจากหนา้จอ  
GUI โดยปกติ นั่นหมายความว่าการคำ�นวณจลนศาสตร ์
แบบผกผันนั้นมีความถูกต้องและเชื่อถือได้อีกเช่นเดียวกัน
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รูปที่ 9 มุมในแต่ละข้อต่อจากการเคล่ือนที่ของหุ่นยนต์
เปรียบเทียบกับการคำ�นวณจลนศาสตร์เพื่อ
เขียนตัวอักษร “E”

รูปที่ 10 มุมในแต่ละข้อต่อจากการเคลื่อนที่ของหุ่นยนต์
เปรียบเทียบกับการคำ�นวณจลนศาสตร์เพื่อ
เขียนตัวอักษร “I”

รูปที่ 11 มุมในแต่ละข้อต่อจากการเคลื่อนที่ของหุ่นยนต์
เปรียบเทียบกับการคำ�นวณจลนศาสตร์เพื่อ
เขียนตัวอักษร “O”

รูปที่ 12 มุมในแต่ละข้อต่อจากการเคลื่อนที่ของหุ่นยนต์
เปรียบเทียบกับการคำ�นวณจลนศาสตร์เพื่อ
เขียนตัวอักษร “U”

ตารางที่ 2 ค่า RMSE ในแต่ข้อต่อ
A E I O U

1 0 10−15 10−15 10−15 10−15

2 10−14 10−14 10−14 10−14 10−14

3 10−14 10−14 10−14 10−14 10−14

4 0.071 0.063 0.068 0.085 0.082
5 2.428 2.450 2.452 2.558 2.497
6 0.330 0.027 0.029 0.037 0.035

4. สรุป
	 ในการทดลองนี้ได้สั่งงานให้หุ่นยนต์เขียนตัวอักษร
ตามที่ต้องการและทำ�การเก็บค่ามุมในแต่ละแกนขณะท่ี 

หุ่นยนต์มีการเคลื่อนที่ไป มาทำ�การทดสอบการคำ�นวณ 
จลนศาสตร์แบบไปข้างหน้าและผกผันตามท่ีได้คำ�นวณไว้ 
ซึ่งผลของการคำ�นวณจลศาสตร์แบบไปข้างหน้ามีความ 
ถกูตอ้งแม่นยำ� เนือ่งจากเม่ือนำ�ค่ามุมจากผลการทดลอง 
ไปคำ�นวณพิกัดคาร์ทิเชียนและพล็อตค่า ก็จะเกิดตัว 
อักษรตามที่ได้ส่ังงานให้หุ่นยนต์เขียนไป และยังได้ 
ทำ�การทดสอบการคำ�นวณจลนศาสตร์แบบผกผัน 
จากการนำ�เอาพิกัดคาร์ทิเชียนไปคำ�นวณมุมในแต่ละ 
แกนเพื่อนำ�มาเปรียบเทียบกับมุมที่วัดค่ามาได้จาก 
การทดลอง ซึ่งผลการเปรียบเทียบนั้นใกล้เคียงกันมาก 
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และสามารถพิจารณาได้ว่าการคำ�นวณจลนศาสตร์ 
แบบผกผนัมีความถกูตอ้งแม่นยำ�เชน่เดียวกัน งานวจิยันี ้
สามารถนำ�ไปตอ่ยอดเพือ่หาพืน้ทีก่ารทำ�งานของหุน่ยนต ์
ซึ่งจะทำ�ให้ทราบขอบเขตท่ีชัดเจนท่ีหุ่นยนต์สามารถ 
เคลือ่นทีไ่ปได้ ซึง่จะเป็นประโยชนใ์นการออกแบบ จดัวาง 
หุ่นยนต์ให้เข้ากับระบบอัตโนมัติอื่นๆ ในขบวนการผลิต
ทางด้านอุตสาหกรรมต่อไป
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