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บทคัดย่อ
ปัญหาผกผนัเป็นการอธบิายความสัมพนัธ์จากผลลพัธ์ไปสูเ่หตขุองระบบซึง่ตรงกันข้ามกับปัญหาตรง โดยทัว่ไป

การหาผลเฉลยของปัญหาผกผันด้วยวิธีเชิงตัวเลขจะท�าให้เกิดผลเฉลยที่ไร้เสถียรภาพ จึงไม่จัดเป็นปัญหาที่สร้างขึ้น 

อย่างดีตามหลักเกณฑ์ของ Hadamard การผ่อนปรนกระบวนการหาผลเฉลยด้วยทฤษฎีเรกูลาร์ไรเซชันจะท�าให ้
ผลเฉลยมีเสถียรภาพ ในบทความประมวลความรู้เชิงวิเคราะห์ฉบับนี้ได้กล่าวถึงการวิเคราะห์เชิงคณิตศาสตร์ในการ 
แก้ปัญหาผกผนั ตลอดจนประมวลทฤษฎีเรกูลาร์ไรเซชนัทีส่�าคัญ  ท้ายสดุได้ยกตวัอย่างการหาความผนัผวนเฉพาะถิน่ 
ในตราสารอนุพันธ์ทางการเงิน ซึ่งเป็นการแก้ปัญหาผกผันในคณิตศาสตร์ประยุกต์ด้านการเงินที่ส�าคัญปัญหาหนึ่ง
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Abstract
 Inverse problems could be described as the relationship between system inputs and outputs. In general, a 
solution obtained from numerical solving for an inverse problem is said to be unstable. So the inverse problems 
can be ill-posed problems according to the Hadamand’s criteria. By relaxing the process of solving the problem 
with the corresponding regularization theorem, the stability of the solution will be obtained. In this review 
article, the mathematical analysis for solving inverse problems and a comprehensive account of regularization 
theorem are presented. Finally, we show some examples for solving local volatility in financial derivatives which 
is deemed an important aspect of inverse problems concerning the field of applied mathematics for finance.  
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1. ปัญหาผกผัน

 การอธบิายปรากฏการณ์ตามธรรมชาตหิรอืการทดลอง 

ด้วยตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ก่อให้เกิดประโยชน์และ

ความก้าวหน้าอย่างมากในการศึกษาค้นคว้าและวิจัย 

การสร้างตัวแบบทางคณิตศาสตร์เป็นการวิเคราะห์เพื่อ

หาความสัมพันธ์ระหว่างเหตุและผลลัพธ์โดยการก�าหนด

ตัวแปรต่างๆ ถึงแม้ว ่าบ่อยครั้งจ�าเป็นต้องก�าหนด 

ข้อสมมติในเชิงอุดมคติที่ไม่เป็นจริงบางประการก็ตาม  

แต่ตัวแบบท่ีสร้างขึ้นอย่างดี (Well-posed) จะสามารถ

อธิบายปรากฏการณ์จริงได้ภายใต้ข้อสมมติเหล่านั้น

 แท ้จริงแล ้วตัวแบบอธิบายถึง 1) ระบบที่มี

กระบวนการด�าเนินการ 2) เงื่อนไขของการด�าเนินการ 

และ 3) ความสัมพันธ์เชิงปริมาณของอินพุต พารามิเตอร์ 

และเอาต์พุต รูปที่ 1 แสดงความสัมพันธ์ดังกล่าวนี้

 ปัญหาทางกายภาพใดๆ อาจถูกจ�าแนกออกตาม

ลักษณะของกระบวนการด�าเนินการได้เป็น 3 แบบ คือ 

1) ปัญหาตรง (Direct Problem) 2) ปัญหาย้อนกลับ 

(Backward Problem) และ 3) ปัญหาการหาพารามิเตอร์ 

ที่เหมาะสมของตัวแบบ (Parameter Identification 

Problem)
 เมื่อก�าหนดให้ X แทนปริภูมิของอินพุต Y แทน 

ปริภูมิของเอาต์พุต P แทนปริภูมิพารามิเตอร์ของระบบ 

และ A(p) แทนตวัด�าเนนิการ (Operator) ของระบบจาก X 

ไปยงั Y ทีเ่ก่ียวข้องกบัพารามเิตอร์ p ∈ P แล้วจะสามารถ

อธิบายความสัมพันธ์เชิงปริมาณของ X, Y, P และ A(p) 
ทีส่อดคล้องกับปรากฏการณ์ทีศ่กึษาได้โดยอาศยัหลกัการ 

ทางคณิตศาสตร์ เช่น การวิเคราะห์เชิงจริง พีชคณิต  

การวเิคราะห์เชงิฟังก์ชนั และการวเิคราะห์เชงิสโตแคสตกิ  

เป็นต้น

 ประพจน์เชิงคณิตศาสตร์ส�าหรับปัญหาทั้ง 3 แบบ

ข้างต้นตามล�าดับ เป็นดังนี้

1) ก�าหนดให้ x ∈ X และ p ∈ P ต้องการหา y ∈ Y 

จากความสัมพันธ์ y = A(p) (x)
2) ก�าหนดให้ y ∈ Y และ p ∈ P ต้องการหา x ∈ X 

ที่ท�าให้ y = A(p) (x)

3) ก�าหนดให้ x ∈ X และ y ∈ Y ต้องการหา p ∈ P  

ที่ท�าให้ y = A(p) (x)
 ป ัญหาตรงรู ้จักกันในอีกชื่อหนึ่งว ่า ปัญหาไป

ข้างหน้า (Forward Problem) เพราะเป็นปัญหาท่ีมี

กระบวนการด�าเนินการจากเหตุไปสู่ผลลัพธ์ ส่วนปัญหา

ย้อนกลับและปัญหาการหาพารามิเตอร์ท่ีเหมาะสมของ

ตัวแบบ เป็นปัญหาที่มีลักษณะตรงกันข้ามกับปัญหาตรง  

โดยมกีระบวนการด�าเนนิการจากผลไปสู่เหต ุ โดยพจิารณา 

ให้เหตเุป็นตวัแปรไม่ทราบค่า และให้ผลลพัธ์เป็นตวัทราบค่า  

จงึเรยีกปัญหาลกัษณะดังกล่าวนีว่้า ปัญหาผกผนั (Inverse 
Problem) ในรปูท่ี 2 ได้แสดงธรรมชาตขิองปัญหาตรงและ

ปัญหาผกผัน

 ผูอ่้านอาจคดิวา่การหาผลเฉลยของปญัหาตรงแบบ  

1) ปัญหาตรง อาจดูง่ายกว่าปัญหาผกผนัท้ังแบบ 2) ปัญหา

ย้อนกลบั และ 3) ปัญหาการหาพารามเิตอร์ท่ีเหมาะสมของ

ตัวแบบ อย่างไรกต็ามการหาผลเฉลย y ที่สอดคล้องกับ  

y = A(p) (x) ในปัญหาแบบ 1) ปัญหาตรง นั้นอาจต้องหา 

ผลเฉลยของสมการเชงิอนพุนัธ์และปรพินัธ์ท่ีซบัซ้อนจนอาจ 

เกิดความยุ่งยากไม่น้อยไปกว่าการแก้ปัญหาผกผันก็ได้

รูปที่ 2 ธรรมชาติของปัญหาตรงและปัญหาผกผัน

 
 

กระบวนการ

ระบบ

พารามิเตอร
อินพุต เอาตพุต

รูปที่ 1 ความสัมพันธ์เชิงปริมาณในกระบวนการ

  

 

ปญหาผกผัน

พารามิเตอรอินพุต

เอาตพุตปญหาตรง
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 ส่วนใหญ่แล้วในการแก้ปัญหาผกผนัใดๆ เป็นการหา 

ผลเฉลยโดยประมาณจากข้อมูลท่ีเก็บรวบรวมจากการ

สังเกตโดยปัญหาแบบ 2) ปัญหาย้อนกลับ และ 3) ปัญหา

การหาพารามเิตอร์ทีเ่หมาะสมของตวัแบบ จะแทนข้อมลู

ทีเ่กบ็รวบรวมจากการสงัเกตด้วย y, p และ x, y ตามล�าดับ  

ทัง้นีก้ารแก้ปัญหาแบบ 2) ปัญหาย้อนกลบั ในภาคปฏบิตันิัน้  

หากมข้ีอมลู y จากการสงัเกตเพยีงค่าเดียวจะไม่เพยีงพอ 

ท่ีประมาณค่า p ได้

 ต่อไปนี้เป็นตัวอย่างของปัญหาการค�านวณปริพันธ์

ของฟังก์ชนั  ในรปูแบบของปัญหาท้ัง 3 แบบดังนี้ 

โดยที่สัญกรณ์  แทนเซตของจ�านวนจริง

 1) ปัญหาตรง ก�าหนดให้ x : [0,1] →  เป็นฟังก์ชนั

ต่อเนือ่งและ p > 0 เป็นพารามเิตอร์ แล้วต้องการค�านวณหา

  ส�าหรับทุก t ∈ [0,1]
 2) ปัญหาย้อนกลับ ก�าหนดให้ y : [0,1] →  

เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้และ p > 0 แล้วต้องการหา  

x : [0,1] →  ซึ่งท�าให้

  ส�าหรับทุก t ∈ [0,1]  (1)

 เรยีกนพิจน์ e–ps ในสมการที ่(1) ว่า แฟกเตอร์คดิลด  

(Discount Factor)
 3) ปัญหาการหาพารามเิตอร์ท่ีเหมาะสม ก�าหนดให้ 

y : [0,1] →  เป็นฟังก์ชนัทีห่าอนพุนัธ์ได้และ x : [0,1] →   

เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง แล้วต้องการหาพารามิเตอร์ p > 0 

ที่ท�าให้

  ส�าหรับทุก t ∈ [0,1]  (2)

 เราสามารถหาผลเฉลยของปัญหาแบบ 1) ปัญหาตรง  

ได้ทัง้ในเชงิวเิคราะห์หรอืเชงิตวัเลข แต่ในทีน่ีจ้ะสนใจการ

แก้ปัญหาผกผนัทัง้แบบ 2) ปัญหาย้อนกลบั และ 3) ปัญหา

การหาพารามิเตอร์ที่เหมาะสมเป็นส�าคัญ โดยก�าหนดให้ 

y(0) = 0 เป็นเงื่อนไขเริ่มต้น

 ถ้า x(t) เป็นฟังก์ชันที่มีความต่อเนื่องบนช่วง [0,1]  

และ y(t) เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วง [0,1] โดยทฤษฎี 

บทพืน้ฐานแคลคลูสั ได้ว่า y(t) เป็นฟังก์ชนัทีม่คีวามต่อเนือ่ง 

บนช่วง [0,1] และหาอนุพันธ์ได้บนช่วง (0,1) และ  

y'(t) = e–pt x(t) ส�าหรับทุก t ∈ (0,1) โดยที่ y'(t) = dy/dt  
และเมือ่จดัพจน์ในรปูของฟังก์ชนั x ได้ว่าปัญหา 2) ปัญหา

ย้อนกลับสมมูลกับ

 x(t) = y'(t)ept, t ∈ (0,1)  (3)

 ขอให้สังเกตว่าถ้าต้องการค�านวณหาค่าเชิงตัวเลข

ของ x โดยใช้สมการที่ (3) จะต้องทราบค่า y'(t) ก่อน

 ในท�านองเดียวกันนี้ ปัญหาการหาพารามิเตอร์ที่

เหมาะสม จะสมมูลกับการหาพารามิเตอร์ p ที่ท�าให้

 y'(t) = e–ptx(t) ส�าหรับทุก t ∈ [0,1]  (4)

2. ปัญหาผกผันในนามธรรม

 ในคณิตศาสตร์นามธรรม ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ 

หมายถึง การส่ง (Mapping) จากเหตุไปยังผลลัพธ์

 F : X→Y
โดยที่ X และ Y เป็นเซตของเหตุและเซตของผลลัพธ์ตาม 

ล�าดับส่วนค�าว่า “ตวัด�าเนนิการ” ทีไ่ด้กล่าวแล้วก่อนหน้านี้  

หมายถึง การส่งจากปริภูมิหนึ่งไปยังอีกปริภูมิหนึ่ง

 ปัญหาตรง หมายถึง การหาค่า y โดยการแทนค่า  

x ∈ X ลงใน F(x) โดยที่ F เป็นตัวด�าเนินการที่ส่งจาก

ปริภูมิทอพอโลยี (Topological Space) X ไปยังปริภูมิ 

ทอพอโลย ีY โดยท่ัวไปแล้ว F มคีวามต่อเนือ่งและ X และ 

Y เป็นปรภิมูฮิลิเบร์ิต (Hilbert Space) ทีม่ ี  และ  

เป็นนอร์มบน X และ Y ตามล�าดับ

 ปัญหาผกผนั หมายถงึ การหาค่า x ∈ X เมือ่ก�าหนด 

y ∈ Y ท่ีท�าให้ F(x) = y ลักษณะของปัญหาตรงและ 

ปัญหาผกผันแสดงในรูปที่ 3
 เพือ่ความสะดวกจะพจิารณาสมการเชงิเส้นในปรภิมูิ 

นอร์มเท่านัน้ ส�าหรบัสมการไม่เชงิเส้นในปรภิมูอิงิระยะทาง  

(Metric Space) หรือปริภูมิทอพอโลยีใดๆ จะนิยามได้ใน

ท�านองเดียวกัน
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 พิจารณาสมการตัวด�าเนินการ ดังนี้

 F(x) = y (5)

โดยที่ F เป็นตัวด�าเนินการจากปริภูมิฮิลเบิร์ต  ไปยัง

ปริภูมิฮิลเบิร์ต  บนฟิลด์ (Field) F 

 ผลเฉลยของปัญหาผกผนัของสมการท่ี (5) อยูใ่นรปู

 x = F–1(y) (6)

โดยที่ F–1 เป็นตัวด�าเนินการผกผันของ F
 จะกล่าวว่า ปัญหาผกผันของสมการที่ (5) หรือการ

หาผลเฉลยผกผันในรูปสมการท่ี (6) เป็นปัญหาท่ีตั้งขึ้น

มาอย่างดีตามหลักเกณฑ์ของ Hadamard ถ้าสอดคล้อง

เงื่อนไขทั้ง 3 ประการต่อไปนี้

1) ผลเฉลย x มีจริง (Existence) หรือตัวด�าเนินการ

ผกผัน F–1 มีจริง นั่นคือ ส�าหรับแต่ละค่าของ y ∈  แล้ว

จะมี x ∈  ที่สอดคล้องกับสมการที่ (5)
2) ผลเฉลยมีเพียงหนึ่งเดียว (Uniqueness) นั่นคือ  

ส�าหรบัแต่ละค่าของ y ∈  แล้วจะม ีx ∈  เพยีงตวัเดียว 

ทีส่อดคล้องกับสมการท่ี (5) กล่าวคือ ถ้าม ีx1 = F–1(y) และ  

x2 = F–1(y) เมื่อ x1, x2 ∈  แล้ว x1 = x2 

3) ผลเฉลยมีเสถียรภาพ (Stability) นั่นคือ ถ้า  
yn → y ลู่เข้าใน  โดยที่ F(xn) = yn และ F(x) = y แล้ว  

xn → x ลู่เข้าใน  ดังนั้นผลเฉลย x ∈  ของสมการ 

ที่ (5) ขึ้นกับ y ∈  อย่างต่อเนื่อง

 การลูเ่ข้าของ xn → x ใน  หมายถงึ  

และการลูเ่ข้าของ yn → y ใน  หมายถงึ 

 แท้จรงิแล้วเกณฑ์ข้อที ่2 ของ Hadamard จะเกิดขึน้ 

เมือ่ตวัด�าเนนิการ F เป็นการส่งแบบหนึง่ต่อหนึง่ (Injective  
Mapping) หลกัเกณฑ์ข้อท่ี 1 และ 2 ท�าให้ได้ว่าตวัด�าเนนิการ 

ผกผัน F–1 มีจริงและมีโดเมน D(F–1) (หรือพิสัย R(F)  
ของตัวด�าเนินการ F) เป็นสับเซตของ  ซึ่งจะได้ว่า F 

เป็นตัวด�าเนินการแบบทั่วถึง (Bijective Operator)
 เกณฑ์ข้อที่ 3 มีความหมายว่า การส่งผกผัน F–1 : 

 →  มีความต่อเนื่อง ซึ่งมีความหมายว่า หากมีการ

เปลี่ยนแปลงเพียงเล็กน้อยใน y จะส่งผลให้ผลเฉลย x  
เกิดการเปลี่ยนแปลงเพียงเล็กน้อยเท่านั้น

 ถ้ามีเงื่อนไขข้อใดข้อหนึ่งไม่เป็นจริง จะกล่าวว่า 

ปัญหาผกผันนั้นตั้งขึ้นอย่างบกพร่อง (Ill-posed)
 รูปที่ 4 แสดงแนวคิดเรื่องเสถียรภาพของผลเฉลย 

(ด้านซ้าย) และไร้เสถยีรภาพของผลเฉลย (ด้านขวา) เมือ่ 

ขนาดของลกูศรแทนขนาดของความคลาดเคลือ่นท่ีเกิดขึน้

 ผลเฉลยจะมเีสถยีรภาพหรอืไร้เสถยีรภาพนัน้ขึน้กับ 

ปริภูมิ  ของผลเฉลยด้วย ซึ่งรวมถึงการเลือกนอร์ม 

ในปรภิมูนิัน้ ด้วยเหตนุีจ้งึกล่าวได้ว่า ปัญหาผกผนัอาจเป็น 

ปัญหาท่ีตั้งขึ้นอย่างดีหรือบกพร่องขึ้นกับนอร์มในปริภูมิ 

ของผลเฉลย โดยปกตกิารเลอืกนอร์มจะขึน้กับการประยกุต์ 

ในปัญหาที่ศึกษา

3. ตัวอย่างการพิจารณาหลักเกณฑ์ Hadamard
 ตวัด�าเนนิการเชงิเส้น A :  →  หมายถงึ การส่ง

เชิงเส้นจาก  ไปยัง  ที่ซึ่ง A(u + v) = αu + βv ส�าหรับ

ทุก u, v ∈  และ α, β ∈ F ซึ่งเป็นฟิลด์ แล้วนอร์มของ

ตัวด�าเนินการ (Operator Norm) ของ A นิยามดังนี้

 

 

 ถ้า  แล้วจะกล่าวว่า A เป็นตัวด�าเนินการ 

เชิงเส้นที่มีขอบเขต นั่นคือถ้ามีค่าคงที่ C ท่ีท�าให้ 

 ส�าหรับทุกค่า x 

รูปที่ 3 ปัญหาตรงและปัญหาผกผัน รูปที่ 4 เสถียรภาพของผลเฉลย

Ü

Üปัญหาตรง ผล

ขอมูลจากการสังเกต,
ผลลัพธจากการทดลอง

เหตุ

พารามิเตอร,
ตัวไมทราบคา

ปัญหาผกผัน
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 ก�าหนดให้ A : l2 → l1 เป็นการส่งเชิงเส้นโดยที่ l2 

แทนเซตของล�าดับของจ�านวนจริง ซึ่งนิยามดังนี้

 

พิจารณาการแก้ปัญหา

 A(x) = y
โดยก�าหนด x = (ξj) ∈ l2 และ y = (ηj) ∈ l2 โดยที่ ηj = ξj / j  
ส�าหรับ j ∈ N เมื่อ x ∈ l2 ได้ว่า

 

 

 เพราะว่า

 

 จึงท�าให้ได้ว่า  เพราะว่า x ∈ l2 ดังนั้น  

 ส�าหรบัทกุ x ∈ l2 ดังนัน้ A จงึเป็นตวัด�าเนนิการ 

ที่มีขอบเขต

 พจิารณาตวัด�าเนนิการผกผนัของ A ส�าหรบั y = (ηj) 
∈ l2 ที่นิยามดังนี้

  (7)

 ต่อไปจะพจิารณาว่า ปัญหาผกผนัสมการที ่(7) เป็น

ปัญหาท่ีสร้างขึน้มาอย่างดีตามหลกัเกณฑ์ของ Hadamard 

หรือไม่ดังนี้

 1) พิจารณาการมีจริงของผลเฉลยดังนี้ เมื่อเลือก 

 และแทนลงในสมการที่ (7) ได้ว่า

 

 เพราะว่า  เป็นอนุกรมลู่ออกท่ีไม่สามารถ 

หาผลบวกได้ ดังนั้น ส�าหรับ y ∈ l2 บางตัวแล้วปัญหา

สมการที่ (7) ไม่มีผลเฉลย x ∈ l2

 2) ถ้าผลเฉลยมีจริงแล้วความเป็นหนึ่งเดียวของ

ผลเฉลยพิจารณาได้ดังนี้ สมมติว่ามี  และ 

 เป็นผลเฉลยของสมการที่ (7) ที่ซึ่ง

  และ  

 จึงได้ว่า j = jηj และ j = jηj ส�าหรับแต่ละ j ∈ N  

ดังนั้น  =  นั่นคือ ผลเฉลยของสมการที่ (7) มีเพียง

หนึ่งเดียว

 3) พิจารณาเสถียรภาพของผลเฉลยดังนี้

 ก�าหนดให้ y = (ηj) โดยที่ ηj = 0 ทุกค่า j และให้  

yδ = ( ) โดยที ่  = 0 เมือ่ j ≠ n และ  = 1/  เมือ่ j = n
 เมื่อแทนค่า yδ ลงในสมการที่ (7) ได้ว่า

 xδ = A–1(0,0,...,0, ,0...,0,...,)
  = (0,0,...,0, ,0...,0,...,)
และแทนค่า y ลงในสมการที่ (7) ได้ว่า

 x = A–1(0,0,...,0,...,0,...,) = (0,0,...,0,...,0,...,)
 ค�านวณ

  จะมีค่าลดลงเมื่อ n มีค่ามากขึ้น 

และ

  จะมีค่ามากขึ้นเมื่อ n มีค่ามากขึ้น

ดังนั้น

  (8)

และ

  (9)

 การเปลี่ยนแปลงค่าเพียงเล็กน้อยสมการที่ (8) ของ

อนิพตุ yδ  ในตวัด�าเนนิการ A–1 ก่อให้เกิดการเปลีย่นแปลง

อย่างมากสมการที่ (9) ของเอาต์พุต xδ กล่าวคือ ผลเฉลย

ที่ไร้เสถียรภาพ

 เมื่อพิจารณาตามหลักเกณฑ์ของ Hadamard แล้ว 

ปัญหาผกผนัสมการที ่(7) เป็นปัญหาทีต่ัง้ขึน้อย่างบกพร่อง  

อย่างไรก็ตามหากว่ามีเงื่อนไขข้อใดข้อหนึ่งไม่เป็นจริง

ตามหลักเกณฑ์ของ Hadamard จะเป็นการเพียงพอที่จะ

กล่าวได้ว่า เป็นปัญหาที่ตั้งขึ้นอย่างบกพร่อง

4. ความไร้เสถียรภาพในปัญหาผกผัน

 Engl และคณะ [1] ได้กล่าวว่า ถ้าในขั้นตอนการหา 

ผลเฉลยของปัญหาผกผันมีการค�านวณอนุพันธ์ของ
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ข้อมูลน�าเข้าแล้วปัญหาผกผันนั้นอาจเป็นปัญหาท่ีตั้งขึ้น

อย่างบกพร่องในแง่ที่ผลเฉลยที่ไร้เสถียรภาพ กล่าวคือ 

ผลเฉลยจะมีการเปลี่ยนแปลงอย่างไร้ขอบเขตเมื่อมีการ

เปลี่ยนแปลงเพียงเล็กน้อยในข้อมูล

 ต่อไปจะพจิารณาเสถยีรภาพของผลเฉลยในปัญหา 

สมการที่(3) และสมการท่ี (4) โดยแบ่งเป็นสองกรณี  

กรณีแรกเมื่อข้อมูลน�าเข้า y เป็นฟังก์ชันค่าจริง และกรณี

ที่สองเมื่อข้อมูลน�าเข้า y เป็นข้อมูลแบบดีสครีต ดังนี้

 กรณีที่ 1 พิจารณา y ∈ C1[0,1] ซึ่งเป็นเซตของ

ฟังก์ชนัค่าจรงิทีต่่อเนือ่งบน [0,1] และอนพุนัธ์ของฟังก์ชนั 

y(t) หาค่าได้และมีความต่อเนื่องบนช่วง [0,1] และ  

x ∈ C[0,1] 
 ก�าหนดให้ δ ∈ (0,1), k ∈ N และก�าหนดให้ yδ แทน

ข้อมลูทีม่คีวามคลาดเคลือ่นซึง่เกิดจากสัญญาณรบกวน δ 

ดังนี้

 

จึงได้

 

 เมือ่พจิารณาค่าคลาดเคลือ่นของข้อมลูภายใต้นอร์ม

 

โดยที่ α เป็นจ�านวนเต็ม ได้ว่า

 

  

     

  

  
(10)

 และเมือ่พจิารณาค่าคลาดเคลือ่นของผลเฉลยภายใต้ 

นอร์ม

 

ได้ว่า

 

  (11)

โดยท่ี M ≥ |ept|, t ∈ [0,1] ซึ่ง M เป็นค่าคงตัวท่ีอิสระ

ไม่ขึ้นกับข้อมูลแต่ M จะมีค่ามากหรือน้อยขึ้นกับค่า

พารามิเตอร์ p 

 จากสมการที่ (10) และสมการที่ (11) ได้ว่า

 

 เนือ่งจาก M เป็นค่าคงที ่ซึง่ขึน้กับค่าพารามเิตอร์ p 

ดังนั้น || xδ – x ||C จึงมีความสัมพันธ์โดยตรงกับ || yδ – y ||C1  

กล่าวคือ หากมีการเปลี่ยนแปลงของข้อมูล (|| yδ – y ||C')  
แต่เพียงเล็กน้อยแล้วจะเกิดเปลี่ยนแปลงของผลเฉลย  

(|| xδ – x ||C) แต่เพียงเล็กน้อยด้วยเช่นกัน นั่นคือ 

เสถยีรภาพของผลเฉลยโดยประมาณขึน้กบัค่า M จะเรยีก

เสถียรภาพลักษณะเช่นนี้ว่า ความเสถียรแบบมีเงื่อนไข 

(Conditionally Stable)
 กรณทีี ่2 ในทางปฏบิตั ิyδ เป็นข้อมลูจากการสังเกต

ที่เก็บรวบรวมไว้นั้นเป็นข้อมูลแบบดีสครีต เมื่อพิจารณา 

y ∈ L2(Ω) ทั้งนี้ปริภูมิ Lp [2] มีนิยามดังนี้

 ส�าหรับ 0 < p < ∞ ก�าหนดให้ Lp(μ) เป็นเซตของ

ฟังก์ชันค่าเชิงซ้อน f ที่นิยามบน X โดยที่ f เป็นฟังก์ชัน

เมเชอเรเบิล ซึ่ง  ถ้า f ∈ Lp(μ) โดยนิยาม 

 ซึ่งเรียกว่า แอลพีนอร์มของ f 
 ถ้า μ เป็นเมเชอร์การนับ (Counting Measure)  
บนเซต A ซึง่เป็นเซตนบัได้ จะใช้สัญลกัษณ์ lp แทน Lp(μ) 
โดยสมาชิกของ lp เป็นล�าดับของจ�านวนเชิงซ้อน x = (xn) 
ที่ซึ่ง  

 เมื่อพิจารณาค่าคลาดเคลื่อนของข้อมูลในปัญหา

สมการที่ (3) และสมการที่ (4) ในปริภูมิ L2[0,1] พบว่า

 

  

  

 ท้ังนี้เพราะ sin(4πk) = 0 เมื่อ k = 1,2,3,... และ 

ถ้าให้ || ept
 ||L2 = M จะได้ว่า
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 เหน็ได้ว่า ถงึแม้ว่า δ เป็นจ�านวนจรงิท่ีมค่ีาน้อยมาก 

แต่ k ∈ N ซึ่งอาจท�าให้ δk เป็นจ�านวนจริงท่ีมีค่ามาก  

ซึง่ท�าให้สมการท่ี (1) และสมการท่ี (2) เป็นปัญหาบกพร่อง 

ในแง่ทีว่่า ผลเฉลยทีไ่ร้เสถยีรภาพ กล่าวคอืการเปลีย่นแปลง 

ของข้อมูล (|| y – yδ
 ||L2 = δ) แต่เพยีงเลก็น้อย จะท�าให้เกิด

การเปลี่ยนแปลงของผลเฉลย  

อย่างมากมายนั้นเอง

5. การหาผลเฉลยของปัญหาผกผัน

 เราทราบแล้วว่าปัญหาผกผนัต้องการหาเหต ุx ทีท่�าให้ 

เกิดผลลัพธ์ y นั้นคือ ต้องการหาค่า x จาก

 y = F(x) (12)

 เมื่อทราบค่าของ y ในความเป็นจริงแล้วผลลัพธ์ 

ทีบ่นัทกึเกบ็ข้อมลูได้ย่อมมค่ีาคลาดเคลือ่นแฝงอยูด้่วยเสมอ  

เมื่อให้ δ แทนสัญญาณรบกวนที่ท�าให้ข้อมูลเกิดความ 

คลาดเคลื่อนแล้วปัญหาสมการที่ (12) จะอยู่ในรูปดังนี้

 yδ = F(x) + δ (13)

 โดยที่ทราบค่า yδ รูปที่ 5 แสดงความสัมพันธ์ของ

ตัวแปรต่างๆ ในปัญหาสมการที่ (13)
 ในที่นี้จะพิจารณาการแก้ปัญหาผกผันของสมการ 

ที่ (13) ในกรณีเมื่อ F–1 เป็นการส่งท่ีมีความต่อเนื่อง 

อย่างไรก็ตามในการแก้ปัญหาเชิงตัวเลขจะแปลงปัญหา

สมการท่ี (13) ไปเป็นปัญหาทีม่มีติจิ�ากัด การแปลงปัญหา

ดังกล่าวนี้เรียกว่า การดีสครีไทเซชัน (Discretization)
 ก�าหนดให้  และ  

แล้วปัญหาสมการที่ (13) จะอยู่ในรูปดังนี้

 

หรืออยู่ในรูป

 

 โดยที่ xT หมายถึงทรานสโพสของเมทริกซ์ x และ  

δ = (δ 1,..., δn) ซึง่จะสามารถหาผลเฉลยโดยประมาณของ

ปัญหาได้โดยวิธีก�าลังสองน้อยสุดแบบไม่เชิงเส้น ดังนี้ 

 นั่นคือ จะหาผลเฉลย x ที่ท�า 

ให้นิพจน์  มีค่าน้อยที่สุดเมื่อทราบค่า 

 

 ในกรณทัีว่ไป ถ้าผลเฉลยของปัญหาผกผนัไม่มจีรงินัน้  

เรายังคงสนใจหาผลเฉลยโดยประมาณที่มีความหมาย 

บางประการ ถ้าผลเฉลยของปัญหาผกผนัไม่มเีพยีงหนึง่เดียว  

เราอาจต้องเพิ่มเติมเงื่อนไขบางประการเพื่อหาผลเฉลย 

ที่มีลักษณะเฉพาะ ในกรณีท่ัวไปบทนิยามของผลเฉลย

โดยประมาณทีดี่ท่ีสดุ (Best Approximate Solution) ของ

ตัวด�าเนินการผกผันเป็นดังนี้

 จะกล่าวว่า x ∈ X เป็นผลเฉลยก�าลังสองน้อยที่สุด 

(Least-Squares Solution) ของสมการ Ax = y ก็ต่อเมื่อ 

 

 ผลเฉลยก�าลงัสองน้อยทีส่ดุ x ∈ X  ของสมการ  Ax = y  
เป็นผลเฉลยโดยประมาณที่ดีที่สุด ถ้ามีนอร์มต�่าสุดดังนี้ 

 คือผลเฉลยที่ให้ก�าลังสองน้อยที่สุด} 

 ตัวด�าเนินการท่ีส่ง y ไปเป็นผลเฉลยโดยประมาณ 

ที่ดีท่ีสุดของสมการ Ax = y คือ ตัวด�าเนินการผกผัน 

Moore – Penrose ซึ่งมีนิยามดังนี้

 ก�าหนดให้  A: X → Y  เป็นตวัด�าเนนิการเชงิเส้นโดยที่  

 เป็นปริภูมินัล (Null Space) 
และ  เป็นปรภิมูเิรนจ์ (Range Space) 
ของตัวด�าเนินการ A แล้วตัวด�าเนินการผกผัน Moore-
Penrose คือ 

   

รูปที่ 5 ความสัมพันธ์ของตัวแปรในปัญหาสมการที่ (13)

x y yδ+การแปลง F

สัญญาณรบกวน δ
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โดยที่ 

คือส่วนเติมเต็มเชิงตั้งฉากของปริภูมินัลของ A และ

 

คอืส่วนเตมิเตม็เชงิตัง้ฉากของปรภิมูเิรนจ์ ของ A โดยที่ 

⊕ คือ ผลบวกตรง (Direct Sum) และ  แทนผลคูณ

ภายใน (Inner Product)
 ทฤษฎีบทต่อไปนี้จะยืนยันได้ว่า จะสามารถหาผล

เฉลยที่มีค่านอร์มต�่าสุดได้จากตัวด�าเนินการ 

 ทฤษฎีบท [1] แต่ละ  ปัญหา Ax = y มี 

ผลเฉลยทีค่่านอร์มมค่ีาต�า่สุดเพยีงหนึง่เดียว คอื   

และ  เป็นเซตของผลเฉลยก�าลงัสองน้อยทีสุ่ด 

 ส�าหรับปัญหาท่ีไม่สอดคล้องกับเงื่อนไขข้อท่ีสาม

ตามหลักเกณฑ์ Hadamard มักเกิดขึ้นในการแก้ปัญหา 

เชงิตวัเลขโดยเฉพาะ วธิเีชงิตวัเลขพืน้ฐานทีรู่จ้กักันอย่างดี 

อาจท�าให้เกิดผลเฉลยท่ีไร้เสถียรภาพ ในการผ่อนปรน 

ความไร้เสถยีรภาพของผลเฉลยจะอาศยัวธิเีรกูลาร์ไรเซชนั  

ซึ่งเป็นการประมาณปัญหาท่ีตั้งขึ้นอย่างบกพร่องด้วย 

วงศ์ของปัญหาที่ตั้งขึ้นมาอย่างดี

6. วิธีเรกูลาร์ไรเซชัน

 ก�าหนดให้ A: X → Y เป็นตัวด�าเนินการเชิงเส้นที่มี

ขอบเขตระหว่างปริภูมิฮิลเบิร์ต  ไปยัง  บนฟิลด์ F 

เดียวกัน เรกูลาร์ไรเซชนั คือวงศ์ของตวัด�าเนนิการเชงิเส้น

ที่มีขอบเขต Rα: X → Y, α > 0 ที่ท�าให้ Rα yδ = xα,δ → x  
เมื่อ δ → 0 ส�าหรับทุก x โดยท่ี  ทั้งนี้ 

 

 เราสามารถประมาณความคลาดเคลื่อนระหว่าง 

ผลเฉลยแม่นตรงกับผลเฉลยทีค่�านวณได้โดยอาศยัสมบตัิ

อสมการอิงรูปสามเหลี่ยมและสมบัติของนอร์มดังนี้

 

  

  

 ในพจน์แรกเป็นค่าคลาดเคลือ่นของข้อมลู δ คณูกับ  

 ซึง่จะลูเ่ข้าสูอ่นนัต์เมือ่ α → 0 ส่วนในพจน์ทีส่องเป็น

ค่าคลาดเคลือ่นโดยประมาณ   

ซึง่จะลูเ่ข้าสูศู่นย์เมือ่ α → 0 รปูที ่6 แสดงลกัษณะการลูเ่ข้า 

ดังกล่าวนี้

 จากเหตุผลท่ีกล่าวข้างต้น การก�าหนดค่าของ

พารามิเตอร์ α มีความส�าคัญ กล่าวคือจะต้องเลือกใช้ α 

ที่ท�าให้เกิดค่าคลาดเคลื่อนระหว่างผลเฉลยมีค่าต�่าสุด  

ในรูปที่ 6 ค่า α* เป็นค่าที่เหมาะสมที่สุด

 พิจารณาปัญหา Ax = y ที่มี (σn, un, vn) เป็นระบบ

เอกฐาน (Singular System) เมื่อพิจารณาตัวด�าเนินการ 

 และ Rα ในรปูแบบการแยกค่าเอกฐาน (Singular Value 
Decomposition: SVD) แล้วเขียนผลเฉลยโดยประมาณ

ของปัญหานี้ ได้ดังนี้

   

และ

 

 เนือ่งจากเราประมาณค่าผลเฉลย  ด้วยผลเฉลยทีไ่ด้

จากตวัด�าเนนิการเรกูลาร์ไรเซชัน xα ดังนั้นเงื่อนไขใดๆ  

ที่ใช้เพื่อนิยาม gα(σn) จะเป็นเงื่อนไขที่ส่งผลให้ xα ลู่เข้าสู่  

 ด้วย

 เมื่อพิจารณาการลู ่เข้าแบบรายจุด (Pointwise  
Convergence) ถ้า gα(σ) → 1/σ แล้ว Rα →  Engl  
และคณะ [1] ได้พสิจูน์ให้เหน็ว่า ถ้าก�าหนดให้ gα : R+ → R+  

โดยที่ gα(σ) → 1/σ ส�าหรับ σ > 0 เมื่อ α → 0 และ gα(σ) ≤  

Cα < ∞ ส�าหรับจ�านวนจริง σ ทุกค่าแล้ว (Rα, α) เป็นวิธี 

เรกูลาร์ไรเซชันที่ลู่เข้า

 ต่อไปจะให้ตวัอย่างการสร้างวธิเีรกลูาร์ไรเซชนัท่ีเป็น 

ที่รู้จักกันดี 3 วิธี ดังนี้

รูปที่ 6 ลักษณะการลู่เข้าของความคลาดเคลื่อน

ความคลาดเคลื่อน

α*
α
Rαδ

R Ax xα −

,x xα δ −
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 วิธีที่ 1 วิธีการแยกค่าเอกฐานแบบตัดปลาย (Trun-
Cated Singular Value Decomposition)  แนวคิดหลกัของ

วิธีการนี้คือ การเพิกเฉยต่อค่าเอกฐานที่มีค่าน้อยกว่าค่า

ของ α โดยก�าหนดให้

 gα(σ) = 
1/σ ถ้า σ ≥ α

0 ถ้า σ < α

โดยวิธีการนี้จะหาผลเฉลยโดยประมาณได้จาก

 

 วธิทีี ่ 2  วธิเีรกูลาร์ไรเซชนัแบบ  Lavrentiev  (Lavrentiev  

Regularization) แนวคิดหลักของวิธีการนี้คือ การเลื่อน

ค่าเอกฐานด้วยค่า α โดยนิยามให้

 

โดยวิธีการนี้จะหาผลเฉลยโดยประมาณได้จาก

 

หรือ xα เป็นผลเฉลยของสมการ (A + αI)xα = y 
 วธิทีี ่3 วธิเีรกลูาร์ไรเซชนัแบบทิกโฮนอฟ (Tikhonov 

Regularization) แนวคดิหลกัของวธิกีารนีค้อื การพจิารณา 

สมการเกาส์เซียนเชิงปกติ

 A*Ax = A*y
โดยที่ A* คือตัวด�าเนินการผูกผัน (Adjoint Operator)  
ที่ซึ่ง Ax, y Y = x, A*y X ทุกค่า x ∈ X, y ∈ Y โดยที่   ∙ , ∙ X  
และ  ∙ , ∙ Y คือผลคูณภายในปริภูมิฮิลเบิร์ต X และปริภูมิ

ฮิลเบิร์ต Y ตามล�าดับ

 เมื่อเขียน x ในรูป SVD ได้ว่า

 

 เมือ่อาศยัหลกัการเลือ่นค่าเอกฐาน (Shifting Singular  
Value) ด้วยค่า α เช่นเดียวกับวิธีของ Lavrentiev ท�าให้

ได้ว่า

 

โดยวิธีนี้ จะสามารถหาผลเฉลยโดยประมาณได้จาก

 

หรือ xα คือผลเฉลยของสมการ

 

 ถ้าแทนที่ y ด้วย yδ แล้วเป้าหมายของเราคือการหา 

ผลเฉลยโดยประมาณท่ีดีท่ีสุด  ของปัญหา Ax = y  
จากสมการ

 

 ซึง่ปัญหาดังกล่าวนีจ้ะสมมลูกับปัญหาการหา x ทีท่�าให้  

Jα(x) มีค่าต�่าสุด โดยที่

  (14)

นั่นคือ ต้องการหา

 

 

  (15)

เมื่อไรก็ตามที่ค่าต�่าสุดมีจริง

 เราเรียกพจน์  ในสมการที่ (15) ว่า พจน์

การปรับลด (Penalty Term) และเรียกสมการที่ (14) ว่า 

ทิกโฮนอฟฟังก์ชันนอล (Tikhonov Functional) และ

เรียกพารามิเตอร์ α > 0 ว่า พารามิเตอร์เรกูลาร์ไรเซชัน 

(Regularization Parameter) โดยทั่วไปจะสามารถหา α 

ได้จาก Discrepancy Principle ของ Morozov ในกรณี

ของเราจะเลือก  และ xα ที่ท�าให้

 

โดยที่ ρ1, ρ2 เป็นค่าคงที่ซึ่ง 1 < ρ1 < ρ2 

 ส�าหรบัปัญหาไม่เชงิเส้น (Nonlinear) โดยวธิทีกิโฮนอฟ 

มีรูปแบบ ดังนี้

 

โดยที่ α > 0 วิธีการนี้มีชื่อเรียกเฉพาะว่า เรกูลาร์ไรเซชัน
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ที่ปรับเลื่อนด้วยสเปกตรัม (Regularization by Shifting 

the Spectrum) [1], [3] และ [4]

7. ปัญหาผกผันในคณิตศาสตร์การเงิน

 ในหัวข้อนี้จะได้ยกตัวอย่างการหาค่าความผันผวน

เฉพาะถิน่ (Local Volatility) σ(S,t) ในสมการเชงิอนพุนัธ์

ย่อยแบล็ค-โชลของมูลค่าออปชัน V ที่ขึ้นกับราคาหุ้น S  

ณ เวลา t ดังนี้

  (16)

โดยที่ r และ d เป็นค่าคงที่ ซึ่งแทนอัตราดอกเบี้ย และ

อัตราการจ่ายเงินปันผลตามล�าดับ

 ก�าหนดให้  ซึ่งแทนด้วย V(σ) เป็น

ผลเฉลยของสมการท่ี (16) โดยพิจารณาให้ V(σ) เป็น 

ตัวด�าเนินการไม่เชิงเส้นเมื่อพิจารณาเทียบกับ σ(S,t) 
(แทนด้วย σ) ดังนี้

 

 ค่าออปชัน V จะต้องมีค่าอยู่ในช่วงระหว่างราคา

เสนอซื้อกับราคาเสนอขาย (Bid-ask Spread) ดังนี้

  (17)

 เราต้องการหาค่า σ ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขสมการ

ที่ (17) ซึ่งท�าให้

 

มีค่าต�่าสุด โดยที่  

 เมื่ออาศัยวิธีเรกูลาร์ไรเซชันแบบทิกโฮนอฟในการ

แก้ปัญหาข้างต้นนี้จะได้ว่า เป็นการหาค่า σ ที่ท�าให้

  (18)

 มีค่าต�่าสุด ซึ่งปัญหาข้างต้นจะสมมูลกับปัญหา 

การหาค่าต�่าสุด

 

เมื่อ λ เป็นค่าคงตัวที่มากกว่าศูนย์

 งานวิจัยเช่น [5]–[8] ได้ศึกษาวิธีการแก้ปัญหาเพื่อ

หาค่าความผันผวนเฉพาะถิ่น ในปี ค.ศ. 1997 Lagnado 

และ Osher [9] ได้เสนอวิธีการหาค่า σ โดยใช้วิธีเรกูลาร์

ไรเซชันแบบทิกโฮนอฟ โดยได้แทนท่ี  ในสมการ 

ที่ (18) ด้วย 

 นอกจากวธิกีารเลอืกแทนท่ีพจน์ท่ีสองในสมการที ่(18)  
ที่แตกต่างกันแล้ว ในปี ค.ศ. 2002 Chiarella และคณะ 

[10] ได้แทนที่ G(σ) ในสมการที่ (18) ด้วย H(σ) โดยที่

 

เมื่อ Tcur แทนเวลาปัจจุบันโดย Chiarella และคณะได้

พิจารณาปัญหาการหาค่า σ ที่ท�าให้

 

มีค่าต�่าสุด โดยที่

 

โดยที่ Ω1 = (0,∞) และ Ω2 = (0,Tcur) 
 ในปี ค.ศ. 2014 Zeng และคณะ [11] ได้ศึกษา

และวิจัยวิธีการหา σ โดยวิธีทิกโฮนอฟจากงานวิจัยของ  

Lagnado และ Osher [9] วธิขีอง Chia-rella และคณะ [12] 
และศึกษาวิธี Total Variation Regularization ที่คิดค้น 

โดย Rudin และ คณะ [13] ในการแก้ปัญหาทีผ่ลเฉลยเป็น 

ฟังก์ชนัท่ีไม่มคีวามต่อเนือ่ง เช่น ปัญหาการท�ารปูขึน้ใหม่ 

เป็นต้น Zeng และคณะ [11] ได้น�าวิธีข้างต้นมาประยุกต์

ใช้กับการหาค่าความผันผวนเฉพาะถิ่นในกรณีท่ีความ

ผันผวนมีความไม่ต่อเนื่อง (ซึ่งจะเกิดขึ้นในกรณีของที่มี

การกระโดด (Jump) เป็นต้น) โดยพิจารณาปัญหาการ

หาค่า σ ที่ท�าให้  มีค่าต�่าสุด โดยที่
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โดยที่ v เป็นเวกเตอร์ของราคาตลาดของออปชัน 

 และ β คือพารามิเตอร์ที่เป็น

ค่าคงตัว ซึ่งเป็นจ�านวนจริงบวก เช่น β = 10–6 

 อีกทั้ง Zeng และคณะ [11] ได้แสดงให้เห็นว่า

ผลลัพธ์ท่ีได้จากวิธีที่เขาเสนอดีกว่าผลลัพธ์ที่ได้จากวิธี 

ทิกโฮนอฟของ Lagnado และ Osher นอกจากนี้พวกเขา 

ยังได้ศึกษาเงื่อนไขของการมีผลเฉลย การลู ่เข้าและ

เสถียรภาพของผลเฉลยอีกด้วย

8. สรุป

 บทความประมวลความรู้เชิงวิเคราะห์ (Review  

Article) ฉบบันีไ้ด้อภปิรายถงึปัญหาผกผนัซึง่เป็นปัญหา

ที่มีลักษณะตรงกันข้ามกับปัญหาตรง ปัญหาผกผันเป็น 

การอธิบายความสัมพันธ์จากผลลัพธ์ไปสู่เหตุ ในตอนต้น

ของบทความนี้ได้อธิบายถึงลักษณะปัญหาต่างๆ ได้แก่ 

ปัญหาตรง ปัญหาย้อนกลบั และปัญหาการหาพารามเิตอร์

ที่เหมาะสมของตัวแบบ ปัญหาที่สร้างขึ้นอย่างดีหมายถึง 

ปัญหาท่ีต้องสอดคล้องเงือ่นไขทัง้ 3 ประการตามหลกัเกณฑ์ 

ของ Hadamard ที่ว่า ผลเฉลยของปัญหานั้นมีจริง มีอยู่

เพียงหนึ่งเดียว และเสถียรภาพของผลเฉลย

 ในปัญหาจรงิเชงิวจิยัส่วนใหญ่แล้วเป็นปัญหาผกผนั

ทีม่ผีลเฉลยท่ีไร้เสถยีรภาพ จึงจดัเป็นปัญหาท่ีตัง้ขึน้อย่าง

บกพร่อง การแก้ปัญหาในลักษณะเช่นนี้จะอาศัยทฤษฎี 

เรกูลาร์ไรเซชัน ในบทความฉบับนี้ได้อธิบายแนวคิดของ

ทฤษฎีเรกูลาร์ไรเซชัน 3 วิธี ได้แก่ วิธีการตัดค่าเอกฐาน  

วธิเีรกูลาร์ไรเซชนัแบบ Lavrentiev และวธิเีรกูลาร์ไรเซชนั 

แบบทิกโฮนอฟ  ท้ายสุดได้ประมวลสรุปงานวิจัยที่ศึกษา

การหาความผนัผวนเฉพาะถิน่ในทางคณติศาสตร์การเงนิ

ด้วยวิธีเรกูลาร์ไรเซชัน
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วทิยาศาสตร์และเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัสงขลานครนิทร์ 

วทิยาเขตปัตตาน ีและขอขอบพระคุณคณะกรรมการผูท้รง

คุณวุฒิทุกท่านที่ได้กรุณาให้ค�าแนะน�าตลอดจนแก้ไข 

ข้อบกพร่องของบทความฉบับนี้ให้สมบูรณ์ที่สุด
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