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บทคัดย่อ

การวจิยัครัง้นีม้วีตัถปุระสงค์ คอื 1) เพือ่หาขอบเขตบนและขอบเขตล่างของรงคเลขของกราฟเชือ่มต่อในพจน์ของรงคเลข 

ของกราฟต้นฉบบั และ 2) เพือ่หาเงือ่นไขทีท่�าให้ได้รงคเลขของกราฟเช่ือมต่อในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบบั ผลการวจิยั 

พบว่า  ส�าหรับกราฟเชื่อมต่อใดๆ ผลรวมของรงคเลขของกราฟต้นฉบับเป็นขอบเขตบนของรงคเลขของกราฟเชื่อมต่อ และ

ค่าสงูสดุของรงคเลขของกราฟต้นฉบบัเป็นขอบเขตล่างของรงคเลขของกราฟเช่ือมต่อ นอกจากนัน้ ยงัได้เงือ่นไขส�าหรบักราฟ

ต้นฉบับที่เป็นกราฟบริบูรณ์ และเงื่อนไขส�าหรับรอยเชื่อมที่เป็นกราฟบริบูรณ์ ที่ท�าให้ได้รงคเลขของกราฟเชื่อมต่อในพจน์

ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ   

ค�าส�าคัญ: รงคเลข, กราฟเชื่อมต่อ, รอยเชื่อม 
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Abstract

The purposes of this research are 1) to find upper and lower bounds of the chromatic  

numbers of welded graphs in terms of the chromatic numbers of their original graphs, and 2) to find  

conditions which make the chromatic numbers of welded graphs in terms of the chromatic numbers of 

their original graphs. The results are as follows: for any welded graph, the sum of the chromatic numbers of 

their original graphs is the upper bound of the chromatic number of the welded graph, and the maximum  

of the chromatic numbers of their original graphs is the lower bound of the chromatic number of the 

welded graph. Moreover, the condition for complete original graphs and the condition for complete 

patches are obtained, which make the chromatic numbers of welded graphs in terms of the chromatic 

numbers of their original graphs.
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1. บทน�า

 นักคณิตศาสตร์หลายท่านได้ให้นิยามการด�าเนินการ

ระหว่างกราฟสองกราฟ เช่น กราฟร่วม (Joined Graph) 

กราฟปะติด (Glued Graph) เป็นต้น และศึกษาสมบัติต่างๆ  

และพารามเิตอร์ต่างๆ ของกราฟท่ีได้จากการด�าเนนิการระหว่าง 

กราฟสองกราฟที่กล่าวมา เพื่อให้เกิดความหลากหลาย

ของกราฟและการศึกษาสมบัติต่างๆ ของกราฟได้กว้างขึ้น 

นอกจากนัน้ ยงัช่วยพฒันาองค์ความรูแ้ละงานวจิยัทางทฤษฎี

กราฟ ยกตัวอย่างเช่น

 ในปี ค.ศ. 2003 Uiyyasathian [1] ได้นิยามกราฟ 

ปะตดิซึง่เป็นการด�าเนนิการอย่างหนึง่ระหว่างกราฟสองกราฟ  

หลงัจากนัน้ในปี ค.ศ. 2006 Promsakon [2] และ Promsakon  

and Uiyyasathian [3] ได้ศกึษาลกัษณะเฉพาะของกราฟปะตดิ 

ทีไ่ด้จากกราฟบางชนดิ และหาขอบเขตบนและขอบเขตล่างของ

พารามิเตอร์บางค่าของกราฟปะตดิ เช่น จ�านวนคลกี รงคเลข  

เป็นต้น ต่อมาในปี ค.ศ. 2008 Saduakdee [4] และ ค.ศ. 2009  

Saduakdee and Uiyyasathian [5] ได้ศกึษาความสมบรูณ์

ของกราฟปะติดซึ่งมีกราฟต้นฉบับสมบูรณ์ และหาเงื่อนไข

ที่ท�าให้ได้จ�านวนคลีกและรงคเลขของกราฟปะติดในพจน์

ของจ�านวนคลีกและรงคเลขของกราฟต้นฉบับ ตามล�าดับ  

นอกจากนัน้ ยงัหาเงือ่นไขทีท่�าให้กราฟปะตดิของกราฟสมบรูณ์ 

ยังคงเป็นกราฟสมบูรณ์

 ผูว้จิยัจงึมคีวามสนใจทีจ่ะเพิม่ความหลากหลายของกราฟ 

และศึกษาสมบัติต่างๆ ของกราฟให้กว้างยิ่งขึ้น จึงได้นิยาม

กราฟซึ่งได้จากการด�าเนินการระหว่างกราฟสองกราฟ  

ซ่ึงเรียกว่า กราฟเชือ่มต่อ (Welded Graph) และศกึษารงคเลข 

ของกราฟเชือ่มต่อ โดยมวีตัถปุระสงค์ คอื 1) เพือ่หาขอบเขตบน 

และขอบเขตล่างของรงคเลขของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของ

รงคเลขของกราฟต้นฉบับ และ 2) เพื่อหาเงื่อนไขที่ท�าให้ได ้

รงคเลขของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของกราฟ

ต้นฉบับ

นิยามศัพท์เฉพาะ

 การระบายส ีk ส ี(k-coloring) ของกราฟ G คอื ฟังก์ชนั

การก�าหนดสีให้แก่จุดยอด f : V(G) → S เมื่อ |S| = k  

 การระบายสี k สีเป็น การระบายสีแท้ (Proper Coloring)  

ถ้าจุดยอดสองจุดใดๆ ที่ประชิดกันมีสีที่แตกต่างกัน 

 กราฟ G สามารถระบายสี k สี (k-colorable) ถ้า G 

มีการระบายสี k สีที่เป็นการระบายสีแท้ 

 รงคเลข (Chromatic Number) ของกราฟ G คือ 

จ�านวนเต็มบวก k ที่น้อยที่สุดซึ่ง G สามารถระบายสี k สี  

เขยีนแทนด้วย χ(G) นัน่คอื จ�านวนสีทีน้่อยทีสุ่ดทีจ่�าเป็นต้องใช้ 

ส�าหรับการก�าหนดสีให้แก่จุดยอดของกราฟโดยจุดยอด 

ที่ประชิดกันจะต้องมีสีที่แตกต่างกัน 

 ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟเชงิเดีย่วทีไ่ม่มจีดุยอดร่วมกนั  

และให้ H1 และ H2 เป็นกราฟย่อยเชื่อมโยงของ G1 และ G2  

ตามล�าดับ กราฟเชื่อมต่อ (Welded Graph) ของ G1 และ 

G2 ที่ H1 และ H2 เขยีนแทนด้วย G1  G2 คือ กราฟ 

ทีไ่ด้จากการรวม G1 และ G2 ซึง่ประกอบด้วยเซตของจดุยอด  

V(G1)  V(G2) และเซตของเส้นเชื่อม E(G1)  E(G2)  

{uv| u ∈ V(H1) ˄ v ∈ V(H2)} เรียกกราฟ G1 และ G2 ว่า 

กราฟต้นฉบับ (Original Graphs) และเรียกกราฟย่อย H1 

และ H2 ว่ารอยเชื่อม (Patches)

 กราฟเช่ือมต่อของ G1 และ G2 เขยีนแทนด้วย G1 ∇ G2  

หมายความว่ามีกราฟย่อยเชือ่มโยง H1 และ H2 ของ G1 และ 

G2 ตามล�าดับ ที่ท�าให้ G1 ∇ G2 @ G1  G2

ตัวอย่าง ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟดังรูปที่ 1 และรูปที่ 2

 รูปที่ 1 แสดงว่ากราฟเชื่อมต่อ G1  G2 มีรอยเชื่อม  

H1 @ K1 และ H2 @ K2 นั่นคือ รอยเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อ 

ซ่ึงจะต้องเป็นกราฟเช่ือมโยงแต่อาจจะไม่มีเส้นเช่ือมและ 

รูปที่ 2 แสดงว่ากราฟเชื่อมต่อ G1  G2 มีรอยเชื่อม  

H1 และ H2 ซึ่ง H1 @ H2 @ P4 นั่นคือ กราฟเชื่อมต่อที่ได้จาก

กราฟต้นฉบับทั้งสองกราฟที่ไม่สมสัณฐานกันอาจจะมีรอย

เชื่อมที่สมสัณฐานกัน

 Vizing [6] ได ้พิ สูจน ์ว ่า χ'(G) = D(G) หรือ  

χ'(G) = D(G) + 1 ส�าหรับกราฟ G ซึ่ง χ'(G) = D(G)  

จะเรยีกว่า ชัน้ 1 (Class 1) และกราฟ G ซึง่ χ'(G) = D(G) + 1  

จะเรียกว่า ชั้น 2 (Class 2) 

 Simone and Mello [7] ศึกษาการระบายสีเส้นเชื่อม

ของกราฟร่วม โดยแบ่งพจิารณาเป็น 2 กรณ ีได้แก่ กราฟร่วม  
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G1 ˅ G2 ซึ่งมี D1 > D2 และกราฟร่วม G1 ˅ G2 ซึ่งมี  

D1 = D2 เมื่อ D(G1) = D1 และ D(G2) = D2 นอกจากนั้น ยัง

ให้ข้อคาดการณ์เกี่ยวกับเงื่อนไขที่ท�าให้กราฟร่วมเป็นชั้น 1

 Li and Zhang [8] ศกึษารงคเลขแบบรวมของกราฟร่วม  

ระหว่างกราฟสองส่วนและกราฟวิถี และพิสจูน์ว่า Kn1, n2
 ˅  Pn  

เป็นชนิด 1 (Type 1) 

 Uiyyasathian [1] นิยามกราฟปะติดดังนี้ กราฟปะติด 

(Glued Graph) คือกราฟท่ีได้จากการรวมกราฟสองกราฟ 

ที่ไม่มีจุดยอดร่วมกันโดยการปะติดจุดยอดและเส้นเชื่อม

ของกราฟย่อยเชื่อมโยงที่มีเส้นเชื่อมอย่างน้อยหน่ึงเส้นของ

ทั้งสองกราฟนั้น ซึ่งเรียกกราฟย่อยที่กล่าวมาว่า กราฟโคลน 

(Clone) และเรียกกราฟสองกราฟท่ีไม่มีจุดยอดร่วมกันว่า 

กราฟต้นฉบับ (Original Graphs) กราฟปะติดของกราฟ G1 

และ G2 เขียนแทนด้วย G1  G2

 Promsakon [2] และ Promsakon and Uiyyasathian  

[3] ศึกษาลักษณะเฉพาะของกราฟปะติดระหว่างกราฟ 

ชนิดเดยีวกัน และศกึษาสมบตัขิองกราฟปะตดิในการระบายส ี

จุดยอดและการระบายสีเส้นเชื่อม รวมทั้งศึกษารงคเลขของ

กราฟปะตดิในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบบั และศกึษา

รงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟปะตดิในพจน์ของรงคเลขของ

เส้นเชื่อมของกราฟต้นฉบับ ดังนี้ 

 max{χ(G1), χ(G2)} £ χ(G1  G2)

 £ χ(G1) χ(G2)

 max{χ'(G1), χ'(G2)} £ χ'(G1  G2)

 £ χ'(G1) + χ'(G2)

 Saduakdee [4] และ Saduakdee and Uiyyasathian 

[5] ศึกษาความสมบูรณ์ของกราฟปะติดซึ่งมีกราฟต้นฉบับ 

สมบรูณ์ และหาเงือ่นไขทีท่�าให้ได้จ�านวนคลกีของกราฟปะติด 

ในพจน์ของจ�านวนคลีกของกราฟต้นฉบับ และรงคเลขของ

กราฟปะติดในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ ซ่ึงผล

การวิจัยพบว่า ถ้าโคลนของกราฟปะติดเป็นกราฟบริบูรณ์ 

จะท�าให้จ�านวนคลีกของกราฟปะติดของกราฟ G1 และ G2  

มค่ีาเท่ากบั max{ω(G1), ω(G2)} และรงคเลขของกราฟปะตดิ 

ของกราฟ G1 และ G2 มีค่าเท่ากับ max{χ(G1), χ(G2)}  

 ในงานวิจัยน้ี ผู้วิจัยจะศึกษารงคเลขของกราฟเชื่อม

ต่อซึ่งเป ็นกราฟที่ผู ้วิจัยนิยามขึ้น โดยหาขอบเขตบน 

และขอบเขตล่างของรงคเลขของกราฟเช่ือมต่อในพจน์ของ

รงคเลขของกราฟต้นฉบับ และหาเงื่อนไขส�าหรับกราฟ

ต้นฉบับ และเงื่อนไขส�าหรับรอยเชื่อมที่ท�าให้ได้รงคเลขของ

กราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ เพื่อ

เป็นประโยชน์ต่อการประยุกต์ใช้กับปัญหาทางทฤษฎีกราฟ 

 ส�าหรบับทนยิามพืน้ฐานและค�าศัพท์เฉพาะทีไ่ม่ได้กล่าว

ถึงให้อ้างอิงตาม West [9]

2. วิธีการวิจัย 

 งานวิจัยนี้เป็นงานวิจัยเชิงทฤษฎี ซึ่งมีประโยชน์ในการ

พฒันาองค์ความรูท้างทฤษฎกีราฟ และสามารถน�าผลงานวจิยั 

ไปประยุกต์ใช้กับปัญหาในชีวิตประจ�าวัน โดยผู้วิจัยจะตั้งข้อ 

คาดการณ์ทีส่นใจ และวเิคราะห์ผลโดยการพสิจูน์เพือ่ยนืยนัว่า 

ข้อคาดการณ์เป็นจริง โดยมีขั้นตอนด�าเนินการวิจัย ดังนี้

1. ศึกษาการด�าเนินการระหว่างกราฟสองกราฟ

2. ศึกษาสมบัติต่างๆ ของรงคเลขของกราฟ

3. ศึกษางานวิจัยเพิ่มเติมท่ีเกี่ยวข้องกับรงคเลขของ

กราฟที่ได้จากการด�าเนินการระหว่างกราฟสองกราฟ

4. นยิามกราฟเชือ่มต่อซึง่ได้จากการด�าเนนิการอย่างหนึง่ 

รูปที่ 1 กราฟเชื่อมต่อ G1  G2 ที่มีรอยเชื่อม H1 @ K1 

และ H2 @ K2 

รูปที่ 2 กราฟเชื่อมต่อ G1  G2 ที่มีรอยเชื่อม H1 และ H2 

ซึ่ง H1 @ H2 
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ระหว่างกราฟเชิงเดี่ยวสองกราฟใดๆ ที่ไม่มีจุดยอดร่วมกัน

5. หาขอบเขตบนและขอบเขตล่างของรงคเลขของ

กราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ และ 

หาเงื่อนไขที่ท�าให้ได้รงคเลขของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของ

รงคเลขของกราฟต้นฉบับ

6. ตั้งข้อคาดการณ์และพิสูจน์ผลสรุปที่เป็นจริง

7. ตรวจสอบความถูกต้องของผลสรุปที่ได้ และเรียง

ล�าดับเนื้อหาให้สอดคล้องกัน

3. ผลการวิจัย

3.1 ขอบเขตบนและขอบเขตล่างของรงคเลขของกราฟ

เชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ

 จากนิยามของกราฟเชื่อมต่อจะได้จ�านวนจุดยอดของ

กราฟเชื่อมต่อในพจน์ของจ�านวนจุดยอดของกราฟต้นฉบับ

และจ�านวนเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของจ�านวน 

เส ้นเ ช่ือมของกราฟต ้นฉบับดังข ้อสังเกต 1 และ 2  

ตามล�าดับ

ข้อสังเกต 1 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า 

  |V(G1 ∇ G2)| = |V(G1)| + |V(G2)|

ข้อสังเกต 2 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า  

 |E(G1 ∇ G2)| = |E(G1)| + |E(G2)|

   + |{uv|u ∈ V(H1) ˄ v ∈ V(H2)}|

 ผู้วิจัยได้หาขอบเขตบนของรงคเลขของกราฟเชื่อมต่อ

ในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับดังทฤษฎีบท 1

ทฤษฎีบท 1 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า 

 χ(G1 ∇ G2) £ χ(G1) + χ(G2)

นอกจากนั้น จะได้ว่า χ(G1 ∇ G2) £ χ(G1 ˅ G2)

พสิจูน์ ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟใด  ๆให้ H1 และ H2 เป็นรอยเชือ่ม 

ของ G1 ∇ G2 ซึ่ง H1 และ H2 เป็นกราฟย่อยของ G1 และ G2  

ตามล�าดบั จะมกีารระบายสแีท้   f  : V(G1) → S1 และ g : V(G2) → S2  

เมื่อ |S1| = χ(G1), |S2| = χ(G2) และ S1  S2 = ∅ 

ดังนั้น |S1  S2| = |S1| + |S2| = χ(G1) + χ(G2)

ให้ h : V(G1 ∇ G2) → S1  S2 นิยามโดย

 

ให้ u และ v เป็นจุดยอดใน G1 ∇ G2 ซึ่ง u และ v ประชิดกัน

กรณี 1 u, v ∈ V(G1)

แล้ว u และ v จะประชิดกันใน G1 

ดังนั้น h(u) = f(u) ≠ f(v) = h(v)

กรณี 2 u, v ∈ V(G2)

แล้ว u และ v จะประชิดกันใน G2 

ดังนั้น h(u) = g(u) ≠ g(v) = h(v)

กรณี 3 u ∈ V(H1) และ v ∈ V(H2)

ดังนั้น h(u) = f(u) ≠ g(v) = h(v)

นอกจากน้ี V(G1) – V(H1) และ V(G2) – V(H2) ไม่มี 

จุดยอดที่ประชิดกัน

สรุปได้ว่า h เป็นการระบายสีแท้

นั่นคือ G1 ∇ G2 สามารถระบายสี χ(G1) + χ(G2) สี

ดังนั้น χ(G1 ∇ G2) £ χ(G1) + χ(G2)

เนื่องจาก χ(G1 ˅ G2) = χ(G1) + χ(G2)

ดังนั้น χ(G1 ∇ G2) £ χ(G1 ˅ G2)

 ส�าหรับขอบเขตล่างของรงคเลขของกราฟเชื่อมต่อใน

พจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ แสดงดังทฤษฎีบท 2

ทฤษฎีบท 2 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า 

 χ(G1 ∇ G2) ≥ max{χ(G1), χ(G2)}

พิสูจน ์ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟใดๆ เนื่องจาก G1 และ G2 

เป็นกราฟย่อยของ G1 ∇ G2 

ดังนั้น χ(G1 ∇ G2) ≥ max{χ(G1), χ(G2)}

 เม่ือพิจารณากราฟเช่ือมต่อที่มีรอยเช่ือมเป็นกราฟ

บริบูรณ์ ท�าให้ได้ขอบเขตล่างของรงคเลขของกราฟเชื่อมต่อ

ในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับดังทฤษฎีบท 3 

ทฤษฎีบท 3 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 ซึ่งบรรจุกราฟย่อย 

Km และ Kn ตามล�าดับ จะได้ว่า

 χ(G1  G2) ≥ max{χ(G1), χ(G2), m + n}

พิสูจน ์ ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟ ซึ่งบรรจุกราฟย่อย Km 

และ Kn ตามล�าดับ 

เนื่องจากจุดยอดทุกจุดใน Km และ Kn จะประชิดกันใน  

G1  G2 จะได้ว่า G1  G2 บรรจุกราฟย่อย Km + n 

เนื่องจาก G1, G2 และ Km + n เป็นกราฟย่อยของ G1  G2  

จะได้ว่า
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 χ(G1  G2) ≥ max{χ(G1), χ(G2), χ(Km + n)}

  = max{χ(G1), χ(G2), m + n}

ดังนั้น χ(G1  G2) ≥ max{χ(G1), χ(G2), m + n}

3.2 เงื่อนไขที่ท�าให้ได้รงคเลขของกราฟเชื่อมต่อในพจน์

ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ

 ผูว้จิยัหาเงือ่นไขทีท่�าให้ได้รงคเลขของกราฟเช่ือมต่อใน

พจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับดังทฤษฎีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 4 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 

ถ้า G1 และ G2 เป็นกราฟเชื่อมโยงที่มีจุดยอดมากกว่า 1 จุด  

แล้ว  

 χ(G1  G2) = max{χ(G1), χ(G2)}

พิสูจน ์ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟใดๆ 

สมมต ิG1 และ G2 เป็นกราฟเชือ่มโยงทีม่จุีดยอดมากกว่า 1 จดุ  

จากทฤษฎีบท 2 จะได้

 χ(G1  G2) ≥ max{χ(G1), χ(G2)} (1)

ให้ χ(G1) = m และ χ(G2) = n 

โดยไม่เสียนัยทั่วไป ให้ m ≥ n จะมีการระบายสีแท้

 f : V(G1) → {a1, a2,..., am} และ 

 g : V(G2) → {b1, b2,..., bn} 

เมื่อ {a1, a2,..., am}  {b1, b2,..., bn} = ∅

ให้ u1 ∈ V(K1) ⊆ V(G1) และ v1 ∈ V(K1) ⊆ V(G2) 

ซึ่ง f(u1) = a1 และ g(v1) = b1  

จะได้ว่า u1 และ v1 ประชิดกันใน G1  G2

เนือ่งจาก G1 และ G2 เป็นกราฟเชือ่มโยงทีม่จีดุยอดมากกว่า 

1 จุด จะได้ m ≥ 2 และ n ≥ 2 

ให้ h : V(G1  G2) → {a1, a2,..., am} นิยามโดย

 

 

 

ให้ u และ v เป็นจดุยอดใน G1  G2 ซึง่ u และ v ประชดิกนั

กรณี 1 u, v ∈ V(G1) 

แล้ว u และ v จะประชิดกันใน G1  

ดังนั้น h(u) = f(u) ≠ f(v) = h(v)

กรณี 2 u, v ∈ V(G2)

แล้ว u และ v จะประชิดกันใน G2

จะได้ว่า g(u) ≠ g(v)

 กรณีย่อย 2.1 g(u) = bi และ g(v) = bj 

ส�าหรับบาง i, j = 1, 2,..., n – 1 และ i ≠ j 

จะได้ h(u) = ai + 1 ≠ aj + 1 = h(v) 

 กรณีย่อย 2.2 g(u) = bn และ g(v) = bj 

ส�าหรับบาง  j = 1, 2,..., n – 1

จะได้ h(u) = a1 ≠ aj + 1 = h(v) 

 กรณีย่อย 2.3 g(u) = bi 

ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., n – 1 และ g(v) = bn

จะได้ h(u) = ai + 1 ≠ a1 = h(v) 

กรณี 3 u ∈ V(G1)  V(K1) และ v ∈ V(G2)  V(K1)

จะได้ f(u) = a1 และ g(v) = b1 

ดังนั้น h(u) = f(u) = a1 ≠ a2 = a1+1 = h(v)

นอกจากนี้ V(G1) – V(K1) และ V(G2) – V(K1) ไม่มีจุดยอด 

ที่ประชิดกัน

สรุปได้ว่า h เป็นการระบายสีแท้

นั่นคือ G1  G2 สามารถระบายสี m สี

ดังนั้น χ(G1  G2) £ m = max{χ(G1), χ(G2)}

นั่นคือ

 χ(G1  G2) £ max{χ(G1), χ(G2)} (2)

จาก (1) และ (2) สรุปว่า 

 χ(G1  G2) = max{χ(G1), χ(G2)}

ทฤษฎีบท 5 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 ซึ่งบรรจุกราฟย่อย 

Km และ Kn ตามล�าดับ 

ถ้า max {χ(G1), χ(G2)} £ m + n แล้ว 

 χ(G1 G2) = m + n

พิสูจน ์ ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟ ซึ่งบรรจุกราฟย่อย Km 

และ Kn ตามล�าดับ 



623

The Journal of KMUTNB., Vol. 28, No. 3, Jul.–Sep. 2018

วารสารวิชาการพระจอมเกล้าพระนครเหนือ ปีที่ 28 ฉบับที่ 3 ก.ค.–ก.ย. 2561

สมมติ max{χ(G1), χ(G2)} £ m + n

จากทฤษฎีบท 3 จะได้

 χ(G1  G2) ≥ max{χ(G1), χ(G2), m + n}

เนื่องจาก max{χ(G1), χ(G2), m + n} = m + n

จะได้ว่า χ(G1  G2) ≥ m + n (3)

ให้ χ(G1) = k และ χ(G2) = p โดยไม่เสียนัยทั่วไป ให้ k ≥ p 

จะมีการระบายสีแท้

 f : V(G1) → {a1, a2,..., ak} และ 

 g : V(G2) → {b1, b2,..., bp} 

เมื่อ {a1, a2,..., ak}  {b1, b2,..., bp} = ∅

ให้ a1, a2,..., am เป็นสขีองจดุยอดใน V(Km) และ b1, b2,..., bn  

เป็นสีของจุดยอดใน V(Kn)  

จากสมมติฐาน จะได้  max{χ(G1), χ(G2)} £ m + n 

จะได ้p £ k £ m + n

ดังนั้น k – m £ n และ p – n £ m 

ให้ h : V(G1  G2) → {a1, a2,..., am, b1, b2,..., bn}

นิยามโดย

 

ให้ u และ v เป็นจดุยอดใน G1 G2 ซึง่ u และ v ประชดิกนั

กรณี 1 u, v ∈ V(G1)

แล้ว u และ v จะประชิดกันใน G1 

 กรณีย่อย 1.1 u, v ∈ V(Km)

ดังนั้น h(u) = f(u) ≠ f(v) = h(v)

 กรณีย่อย 1.2 u, v ∈ V(G1) – V(Km)

จะได้ว่า f(u) = ai และ f(v) = aj ส�าหรบับาง i, j = 1, 2,..., m, 

m + 1,...,k และ i ≠ j 

ดังนั้น h(u) = bi – m ≠ bj – m = h(v)

 กรณีย่อย 1.3 u ∈ V(Km) และ v ∈ V(G1) – V(Km)

จะได้ว่า f(u) = ai ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., m 

และ f(v) = aj ส�าหรับบาง j = 1, 2,..., m, m + 1,..., k

ดังนั้น h(u) = f(u) = ai ≠ bj – m = h(v)

 กรณีย่อย 1.4 u ∈ V(G1) – V(Km) และ v ∈ V(Km) 

จะได้ว่า f(u) = ai ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., m, m + 1,..., k 

และ f(v) = aj ส�าหรับบาง j = 1, 2,..., m 

ดังนั้น h(u) = bi – m ≠ aj = f(v) = h(v)

กรณี 2 u, v ∈ V(G2)

แล้ว u และ v ประชิดกันใน G2 

 กรณีย่อย 2.1 u, v ∈ V(Kn)

ดังนั้น h(u) = g(u) ≠ g(v) = h(v)

 กรณีย่อย 2.2 u, v ∈ V(G2) – V(Kn)

จะได้ว่า g(u) = bi และ g(v) = bj ส�าหรบับาง i,  j = 1, 2,..., n,  

n + 1,..., p และ i ≠ j 

ดังนั้น h(u) = ai – n ≠ aj – n = h(v)

 กรณีย่อย 2.3 u ∈ V(Kn) และ v ∈ V(G2) – V(Kn)

จะได้ว่า g(u) = bi ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., n และ g(v) = bj 

ส�าหรับบาง j = 1, 2,..., n, n + 1,..., p 

ดังนั้น h(u) = g(u) = bi ≠ aj – n = h(v)

 กรณีย่อย 2.4 u ∈ V(G2) – V(Kn) และ v ∈ V(Kn) 

จะได้ว่า g(u) = bi ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., n, n + 1,..., p 

และ g(v) = bj ส�าหรับบาง  j = 1, 2,..., n

ดังนั้น h(u) = ai – n ≠ bj  = g(v) = h(v)

กรณี 3 u ∈ V(Km) และ v ∈ V(Kn)

จะได้ว่า f(u) = ai ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., m และ g(v) = bj 

ส�าหรับบาง j = 1, 2,..., n

ดังนั้น h(u) = f(u) = ai ≠ bj  = g(v) = h(v)

นอกจากนี้ V(G1) – V(Km) และ V(G2) – V(Kn) 

ไม่มีจุดยอดที่ประชิดกัน 

สรุปได้ว่า h เป็นการระบายสีแท้

นั่นคือ G1  G2 สามารถระบายสี m + n สี

ดังนั้น χ(G1  G2) £ m + n (4)

จาก (3) และ (4) สรุปว่า χ(G1  G2) = m + n
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ทฤษฎีบท 6 χ(Km  Kn) = χ(Km) + χ(Kn)

พิสูจน ์เนื่องจาก χ(Km) = m และ χ(Kn) = n

จะได้ว่า max{χ(Km), χ(Kn)} £ m + n

จากทฤษฎีบท 5 จะได้

 χ(Km  Kn) = m + n = χ(Km) + χ(Kn)

4. อภิปรายผลและสรุป

1. จากการหาขอบเขตบนและขอบเขตล่างของรงคเลข 

ของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ  

ผลการวจิยัพบว่า รงคเลขของกราฟเช่ือมต่อมค่ีาไม่เกินผลรวม 

ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับทั้งสองกราฟ และรงคเลขของ

กราฟเชือ่มต่อระหว่างกราฟสองกราฟมค่ีาไม่เกนิรงคเลขของ

กราฟร่วมระหว่างกราฟสองกราฟนัน้ ซึง่กราฟร่วมมเีส้นเชือ่ม

ที่ได้จากการเพิ่มเส้นเชื่อมระหว่างจุดยอดท้ังหมดในกราฟ

สองกราฟ แต่กราฟเชื่อมต่อมีเส้นเชื่อมที่ได้จากการเพิ่มเส้น 

เชื่อมระหว่างจุดยอดในกราฟย่อยของกราฟต้นฉบับท้ังสอง

กราฟ นอกจากนัน้ รงคเลขของกราฟเช่ือมต่อยงัมค่ีาไม่น้อยกว่า 

ค่าสูงสุดของรงคเลขของกราฟต้นฉบับทั้งสองกราฟ 

2. จากการหาเงือ่นไขทีท่�าให้ได้รงคเลขของกราฟเชือ่มต่อ 

ในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ ผลการวิจัยพบว่า  

ถ้ารอยเชือ่มเป็นกราฟบริบูรณ์ทีม่จีดุยอด 1 จดุ จะท�าให้รงคเลข 

ของกราฟเชื่อมต่อมีค่าเท่ากับค่าสูงสุดของรงคเลขของ

กราฟต้นฉบับทั้งสองกราฟ นอกจากนั้น ถ้ากราฟต้นฉบับทั้ง 

สองกราฟเป็นกราฟบรบิรูณ์และรอยเชือ่มของกราฟเชือ่มต่อ 

สมสัณฐานกับกราฟต้นฉบับ จะท�าให้รงคเลขของกราฟ 

เชื่อมต่อมีค่าเท่ากับผลรวมของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ 

ทั้งสองกราฟ

3. จากการศกึษารงคเลขของกราฟเชือ่มต่อสามารถน�าไป 

ประยุกต์ใช้กับปัญหาทางทฤษฎีกราฟได้หลายปัญหา เช่น 

ปัญหาการยืมหนังสือในห้องสมุด เมื่อมีคนหลายคนต้องการ

ยมืหนงัสอืเล่มเดยีวกนั รงคเลขทีไ่ด้จะหมายถงึจ�านวนหนงัสอื

ที่น้อยที่สุดที่ห้องสมุดต้องมีให้เพียงพอต่อความต้องการ 

เมื่อก�าหนดให้จุดยอดแทนคน และจุดยอดสองจุดใดๆ จะมี

เส้นเชื่อมกันก็ต่อเมื่อคนสองคนต้องการหนังสือเล่มเดียวกัน  

และปัญหาการส่งสินค้าให้แก่ร้านค้าเม่ือมีร้านค้าหลายร้าน 

ทีต้่องการสนิค้าชนดิเดยีวกนั รงคเลขทีไ่ด้จะหมายถงึจ�านวนรถ 

ที่น้อยที่สุดที่จะส่งสินค้าให้เพียงพอต่อความต้องการ เมื่อ

ก�าหนดให้จุดยอดแทนร้านค้า และจุดยอดสองจุดใดๆ จะม ี

เส้นเช่ือมกันก็ต่อเม่ือร้านค้าสองร้านต้องการสินค้าชนิด

เดียวกัน

5. กิตติกรรมประกาศ 

 ผูว้จิยัขอขอบคณุสถาบนัวจิยัและพฒันา มหาวิทยาลยั

ราชภัฏจันทรเกษม ที่ได้สนับสนุนทุนในการวิจัยครั้งนี้   
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