
167
The Journal of KMUTNB., Vol. 29, No. 1, Jan.–Mar. 2019

วารสารวิชาการพระจอมเกล้าพระนครเหนือ ปีที่ 29 ฉบับที่ 1 ม.ค.–มี.ค. 2562

การอ้างอิงบทความ: สลิลทิพย์ แดงกองโค และ ไพโรจน์ เยียระยง, “เซตย่อยวิภัชนัยในกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน,” วารสารวิชาการ

พระจอมเกล้าพระนครเหนือ, ปีที่ 29, ฉบับที่ 1, หน้า 167–174, ม.ค.–มี.ค. 2562.

บทความวิชาการ

เซตย่อยวิภัชนัยในกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน 

สลิลทิพย์ แดงกองโค และ ไพโรจน์ เยียระยง* 
สาขาวิขาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏพิบูลสงคราม 

* ผู้นิพนธ์ประสานงาน โทรศัพท์ 09 5638 6464 อีเมล: pairote0027@hotmail.com        DOI: 10.14416/j.kmutnb.2018.10.005

รับเมื่อ 16 ตุลาคม 2560 แก้ไขเมื่อ 22 กุมภาพันธ์ 2018 ตอบรับเมื่อ 12 มีนาคม 2561 เผยแพร่ออนไลน์ 10 ตุลาคม 2561

© 2019 King Mongkut’s University of Technology North Bangkok. All Rights Reserved.

บทคัดย่อ

ก�าหนดให้ R เป็นกึง่รงิของอาเบล-แกรสส์แมน ในบทความนีไ้ด้แนะน�าแนวคดิของเซตย่อยวภิชันยั ไอดีลทางซ้ายวภิชันยั 

และไอดีลทางขวาวิภัชนัยในก่ึงริงของอาเบล-แกรสส์แมน และได้ศึกษาไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยและไอดีลทางขวาวิภัชนัย 

ในกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน ได้แสดงว่าเซตย่อยไม่ว่าง I ของ R เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมน (ไอดีลทางซ้าย 

ไอดีลทางขวา ไอดีล) ก็ต่อเมื่อ fI (tfI) เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัย (ไอดีลทางซ้ายวิภัชนัย ไอดีลทางขวา

วิภัชนัย ไอดีลวิภัชนัย) ของ R สุดท้ายนี้ได้พิสูจน์ว่า f  เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัย (ไอดีลทางซ้ายวิภัชนัย  

ไอดีลทางขวาวิภัชนัย ไอดีลวิภัชนัย) ของ R ก็ต่อเมื่อ U (f, t) ≠ ∅ เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนของ R (ไอดีล 

ทางซ้ายของ R ไอดีลทางขวาของ R ไอดีลของ R)

ค�าส�าคัญ: กึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน, กึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมน, เซตระดับ, (ซ้าย ขวา) ไอดีลวิภัชนัย
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Abstract

Let R be an Abel-Grassmann’s semiring. In this paper, we introduce the concept of a fuzzy subset, 

fuzzy left and fuzzy right ideals in Abel-Grassmann’s semirings, and to study fuzzy left and fuzzy right 

ideals in Abel-Grassmann’s semirings. We show that a non-empty subset I of R is an Abel-Grassmann’s 

subsemiring (left ideal, right ideal, ideal) if and only if fI (tfI) is a fuzzy Abel-Grassmann’s subsemiring (fuzzy 

left ideal, fuzzy right ideal, fuzzy ideal) of R. Finally we show that f is a fuzzy Abel-Grassmann’s subsemiring 

(fuzzy left ideal, fuzzy right ideal, fuzzy ideal) of R if and only if U (f, t) is an Abel-Grassmann’s subsemiring  

(left ideal, right ideal, ideal) of R.
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1. บทน�า

 ในปี ค.ศ. 2015 Devi และ Latha [1] ได้น�าเสนอแนวคดิ 

เกี่ยวกับกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน (Abel-Grassmann’s 

Semiring) ซึ่งเป็นการขยายแนวความคิดของกรุปพอยด ์

อาเบล-แกรสส์แมน (Abel-Grassmann’s Groupoid)  

กล่าวคือจะเรียก (R, +, �) ว่ากึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน 

ถ้ามีสมบัติ 

1. (R, +) และ (R, �) เป็นกรุปพอยด์ของอาเบล- 

แกรสส์แมน

2. มีสมบัติแจกแจง 

 เซตย่อยวิภัชนัย (Fuzzy Subset) ของ f ใน R คือ

ฟังก์ชัน f : R → [0,1] เมื่อ [0,1] เป็นช่วงปิด (Closed  

Interval) ในแนวคิดนี้ได้ถูกค้นพบครั้งแรกโดย Zadeh ในปี  

ค.ศ. 1965 [2] ในทศวรรษทีผ่่านมาได้มกีารศกึษา ค้นคว้าและ 

พัฒนาเซตย่อยวิภัชนัย กันอย่างแพร่หลายท้ังทางด้าน

คณิตศาสตร์ การแพทย์ การทหาร ด้านธุรกิจ อุตสาหกรรม 

และการควบคุมแบบฟัซซี เช่น มีการพัฒนาหุ่นยนต์ติดตาม

ผู้สูงอายุผ่านอุปกรณ์ไคเนคโดยใช้การควบคุมแบบฟัซซี [3] 

โครงสร้างเซตย่อยวิภัชนัยได้เริม่ต้นในการพฒันาอย่างเป็น 

ระบบในงานวิจยัของ Rosenfeld [4] ในปี ค.ศ. 1971 แนวคิด

เกีย่วกับไอดลีวภิชันัย (Fuzzy Ideal) ในกึง่กรปุ (Semigroup)  

ได้ถกูพฒันาโดย McLean และ Kummer [5] ในปี ค.ศ. 1992  

และได้มีนักคณิตศาสตร์ได้ท�าการศึกษาและพัฒนาเซตย่อย

วิภัชนัยในก่ึงกรปุ (Semigroup) กันอย่างแพร่หลายในเวลา 

ต่อมา ในปี ค.ศ. 1983 Liu [6] ได้แนะน�าแนวความคิดของ

ไอดีลวิภัชนัยในริง (Ring) ต่อมาในปี ค.ศ. 1998 และปี  

ค.ศ. 1999 Neggers et al. [7], [8] ได้แนะน�าแนวความคิด

ของไอดีลวิภัชนัยในกึ่งริง และได้มีนักคณิตศาสตร์ได้ท�าการ

ศึกษาและพัฒนาเซตย่อยวิภัชนัยในกึ่งริงกันอย่างแพร่หลาย

ในเวลาต่อมาจนถึงปัจจุบัน 

 ในปี ค.ศ. 2011 Rehman [9] ได้น�าเสนอแนวคิด

ของเซตวิภัชนัยในริงของอาเบล-แกรสส์แมน (Fuzzy Set 

in Abel-Grassmann’s Ring) เรียกย่อๆ ว่าเซตวิภัชนัยใน  

AG-ริง (Fuzzy Set in AG-ring) หรือเซตวิภัชนัยในริงเกือบ

ทางซ้าย (Fuzzy Set in Left Almost Ring) เรียกย่อๆ ว่า

เซตวิภัชนัยใน LA-ริง (Fuzzy Set in LA-ring) กล่าวคือ 

จะเรียก f ว่า เซตย่อยวิภัชนัยของริงของอาเบล-แกรสส์แมน 

ในปี ค.ศ. 2012 Shah et al. [10], [11] ได้ขยายความคิด

ของชัน้ของรงิทีไ่ม่มสีมบตัเิปลีย่นหมูต่าม นอกจากนีไ้ด้แนะน�า

แนวความคิดของริงย่อยเกือบทางซ้ายปกติสหัชญาณนิยม 

(Intuitionistic Fuzzy Normal Left Almost Subrings) 

เรียกย่อๆ ว่า LA-ริงย่อยปกติสหัชญาณนิยม (Intuitionistic 

Fuzzy Normal LA-subrings) 

 บทความนี้ได้แนะน�าแนวคิดของเซตย่อยวิภัชนัย  

ไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยและไอดีลทางขวาวิภัชนัยในก่ึงริงของ 

อาเบล-แกรสส์แมน และได้ศึกษาไอดีลทางซ้ายวิภัชนัย 

และไอดีลทางขวาวิภัชนัยในก่ึงริงของอาเบล-แกรสส์แมน  

ได้แสดงว่าเซตย่อยไม่ว่าง I ของ R เป็นกึง่รงิย่อยของอาเบล- 

แกรสส์แมน (ไอดีลทางซ้าย ไอดีลทางขวา ไอดีล) ก็ต่อเมื่อ 

fI (tfI) เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัย (ไอดีล

ทางซ้ายวิภัชนัย ไอดีลทางขวาวิภัชนัย ไอดีลวิภัชนัย) ของ R  

สุดท้ายนี้ได้แสดงว่า f เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมน 

วิภัชนัย (ไอดีลทางซ้ายวิภัชนัย ไอดีลทางขวาวิภัชนัย ไอดีล 

วิภัชนัย) ของ R ก็ต่อเมื่อ U (f, t) ≠ ∅ เป็นกึ่งริงย่อยของ 

อาเบล-แกรสส์แมน (ไอดีลทางซ้าย ไอดีลทางขวา ไอดีล) 

ของ R 

2. ผลลัพธ์พื้นฐาน

 หัวข้อน้ีจะกล่าวถึงบทนิยาม และทฤษฎีบทพื้นฐาน 

ที่ส�าคัญของกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน 

 บทนิยาม 2.1 [12] กึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน คือ

สามสิ่งอันดับ (R, +, �) โดยที่ 

1. (R, +) เป็นกรุปของอาเบล-แกรสส์แมน (Abel-

Grassmann’s Group)

2. (R, �) เป็นกรุปพอยด์ของอาเบล-แกรสส์แมน 

3. มสีมบตักิารแจกแจง (Distributive Property) กล่าว

คือ a(a+b) = ab + ac และ (b+c)a = ba + ca ส�าหรับทุก 

a, b, c ∈ R 

 ข้อตกลง ถ้าไม่เกดิความคลมุเครอืและสบัสน จะเขียน

แทน (R, +, �) ด้วย R 
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 บทนิยาม 2.2 [13] จะเรียก R ว่า กึ่งริงของอาเบล- 

แกรสส์แมนมีเอกลักษณ์ทางซ้าย (Abel-Grassmann’s 

Semiring Left Identity) ถ้า R ก่ึงรงิของอาเบล-แกรสส์แมน 

และมีสมาชิก e ∈ R ซึ่ง e·a ∈ a ส�าหรับทุก a ∈ R 

 บทตัง้ 2.3 [13] ถ้า R เป็นกึง่รงิของอาเบล-แกรสส์แมน

มีเอกลักษณ์ทางซ้าย e แล้ว RR = R  และ R = eR = Re 

 บทตัง้ 2.4 [12] ถ้า R เป็นกึง่รงิของอาเบล-แกรสส์แมน

แล้ว (ab)(cd) = (ac)(bd) ส�าหรับทุก a, b, c ∈ R 

 บทนยิาม 2.5 [12] ให้ S เป็นเซตไม่ว่างและเป็นเซตย่อย 

ของกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน R จะเรียก S ว่า กึ่งริงย่อย 

ของอาเบล-แกรสส์แมน (Abel-Grassmann’s Subsemiring)  

ถ้า S เป็นกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์ภายใต้การด�าเนินการ

เดียวกันกับ R 

 บทตั้ง 2.6 [13] ให้ S เป็นเซตไม่ว่างและเป็นเซตย่อย

ของกึง่รงิของอาเบล-แกรสส์แมน R จะได้ว่า S เป็นก่ึงรงิย่อย 

ของอาเบล-แกรสส์แมนของ R ก็ต่อเมื่อ a+b ∈ S และ a·b 

∈ S ส�าหรับทุก a, b ∈ S

 บทนิยาม 2.7 [12] ให้ I เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล- 

แกรสส์แมนของ R จะเรียก I ว่า ไอดีลทางซ้าย (Left Ideal) 

ของ R ถ้า RI ⊆ I และเรียก I ว่า ไอดีลทางขวา ถ้า IR ⊆ I 

และจะเรียก I ว่า ไอดีล (Ideal) ถ้า I เป็นทั้งไอดีลทางซ้าย

และไอดีทางขวาของ R 

 หมายเหตุ Kellil [12] จะเรียก I ว่าไอดีลทางซ้าย  

(ไอดีลทางขวา ไอดีล) ในบทนิยาม 2.7 ว่า กึ่งไอดีลทางซ้าย 

(กึ่งไอดีลทางขวา กึ่งไอดีล)

 ส�าหรับเซต R ที่ไม่เป็นเซตว่าง ฟังก์ชัน f : R → [0,1] 

จะถูกเรียกว่าเซตย่อยวิภัชนัยของ R (Fuzzy Subset of R) 

[2] ในกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน R เราจะให้ฟังก์ชัน ℜ  

คือ ℜ : R → [0,1] นิยามโดย ℜ (x) = 1 ส�าหรับทุก x ∈ R 

ถ้า  f  และ g เป็นเซตย่อยวิภัชนัยของ R แล้ว f ⊆ g หมายถึง  

f(x) ≤ g(x) ส�าหรับทุก x ∈ R นอกจากนี้ f ∩ g และ f ∪ g 

คือเซตย่อยวิภัชนัยของ R นิยามโดย 

 (f ∩ g)(x) = min{f (x), g(x)},

 (f ∪ g)(x) = max{f (x), g(x)}

 ส�าหรับทุก x ∈ R ถ้า {fα : α ∈ β} เป็นวงศ์ (Family) 

ของเซตย่อยวิภัชนัยของ R แล้ว  และ  หมายถึง

  

  

  

  

 ผลบวก (Sum) และผลคูณ (Product) ของเซตย่อย

วิภัชนัยเขียนแทนด้วย f ⊕ g และ f ° g หมายถึง

 จะเรียกเซตย่อยวิภัชนัย f ของ R ว่า กึ่งริงย่อยของ 

อาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัย (Fuzzy Abel-Grassmann’s 

Subsemiring) ถ้า

  f (x + y) ≥ min {f (x),  f (y)},

 f (xy) ≥ min {f (x),  f (y)},

 ส�าหรับทุก x, y ∈ R กึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมน

วภิชันยั f  จะเรียกว่าไอดีลทางซ้ายวภิชันยั (Fuzzy Left Ideal)  

ถ้า f (xy) ≥ f (y) ส�าหรับทุก x, y ∈ R จะเรียก ไอดีลทางขวา

วิภัชนัย (Fuzzy Right Ideal) ถ้า f (xy) ≥ f (x) ส�าหรับทุก  

x, y ∈ R และจะเรียก  f  ว่าไอดีลวิภัชนัย (Fuzzy Ideal) ถ้า 

f  เป็นทั้งไอดีลทางซ้ายและทางขวาวิภัชนัย 

3. กรณีศึกษา 

 บทตัง้ 3.1 ถ้า R เป็นกึง่รงิของอาเบล-แกรสส์แมนและ 

f, g, h เป็นเซตย่อยวิภัชนัยของ R แล้ว 

1. (f ⊕ g) ⊕ h = (h ⊕ g) ⊕ f

2. (f ° g) ° h = (h ° g) ° f

3. (f ⊕ g) ° h = (f ° h) ⊕ (g ° h)

4. (f ° g) ⊕ h = (f ⊕ h) ° (g ⊕ h)
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 การพิสูจน์ 1. ให้ x ∈ R พิจารณา

 (f ⊕ g) ⊕ h(x)

 

 

 

  

  

  

 

  

 

 

 

 

 

 

 ดังนั้น (f ⊕ g) ⊕ h ⊆ (h ⊕ g) ⊕ f  ในท�านองเดียวกัน

สามารถแสดงได้ว่า (h ⊕ g) ⊕ f ⊆ (f ⊕ g) ⊕ h นัน่คอื (f ⊕ g)  

⊕ h = (h ⊕ g) ⊕ f 

2. แสดงได้ในท�านองเดียวกันกับข้อ 1

3. ให้ x ∈ R พิจารณา

 (f ⊕ g) ° h(x)

  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 ดังนั้น (f ⊕ g) ° h ⊆ (f ⊕ h) ° (g ⊕ h) ในท�านอง

เดียวกันสามารถแสดงได้ว่า (f ⊕ h) ° (g ⊕ h) ⊆ (f ⊕ g) ° h  

นั่นคือ (f ⊕ g) ° h = (f ⊕ h) ° (g ⊕ h)  

4. แสดงได้ในท�านองเดียวกันกับข้อ 3

 ข้อสังเกต จากบทตั้ง 3.1 ถ้า R เป็นกึ่งริงของอาเบล- 

แกรสส์แมนและ ℑ(R) เป็นเซตทีม่สีมาชิกเป็นเซตย่อยวภัิชนยั 

ทั้งหมดของ R แล้ว (ℑ(R), ⊕, °) เป็นก่ึงริงของอาเบล- 

แกรสส์แมน 

 ทฤษฎีบท 3.2 ถ้า R เป็นกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน

มีเอกลักษณ์ทางซ้ายและ f, g, h, k ∈ ℑ(R) แล้ว 

1. f ° (g ° h) = g ° (f ° h)

2. (f ° g) ° (h ° k) = (k ° h) ° (g ° f)

 การพิสูจน ์แสดงได้ในท�านองเดียวกันกับบทตั้ง 3.1

 ทฤษฎีบท 3.3 ให้ R เป็นกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน

และ f ∈ ℑ(R) จะได้ว่า f  เป็นกึง่รงิย่อยของอาเบล-แกรสส์แมน 

วิภัชนัย ก็ต่อเมื่อ f ⊕ f ⊆ f  และ f ° f ⊆ f 

 การพิสูจน ์(⇒) ให้ x ∈ R พิจารณา 

 f ⊕ f (x) 

   

  

 ดังนั้น f ⊕ f ⊆ f  ในท�านองเดียวกันสามารถแสดงได้ว่า 

f ° f ⊆ f 

 (⇐) ให้  x, y ∈ R พิจารณา 

 f (x + y) 

   

  

 ในท�านองเดยีวกนัสามารถแสดงได้ว่า f (xy) ≥ min{f (x),  

f (y)} ดังนั้น f เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัย 

ของ R
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 ทฤษฎีบท 3.4 ให้ R เป็นกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน

และ f ∈ ℑ(R) จะได้ว่า f เป็นไอดีลทางซ้ายก็ต่อเมือ่ f ⊕ f ⊆ f  

และ ℜ ° f ⊆ f

 การพิสูจน ์(⇒) เห็นได้ชัดเจนว่า f ⊕ f ⊆ f  ให้ x ∈ R 

พิจารณา

 ℜ ° f (x) 

   

  

  

  

  

 ดังนั้น R ° f ⊆ f 

 (⇐) โดยทฤษฎบีท 3.3 เหน็ได้ชดัเจนว่า  f  เป็นก่ึงรงิย่อย 

ของอาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัยของ R ให้ x ∈ R พิจารณา 

 f (xy) 

  

  

  

  

 ดังนั้น f  เป็นไอดีลทางซ้ายของ R  

 ทฤษฎีบท 3.5 ถ้า R เป็นกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน 

มสีญัลกัษณ์และศูนย์ทางซ้ายแล้ว ℜ ⊕ ℜ = ℜ และ ℜ ° ℜ = ℜ  

 การพิสูจน ์ให้ x ∈ R  พิจารณา

 ℜ ⊕ ℜ(x) 

  

  

  

 ดังนั้น ℜ ⊕ ℜ = ℜ ในท�านองเดียวกันสามารถแสดง

ได้ว่า ℜ ° ℜ = ℜ 

 ทฤษฎีบท 3.6 ให้ I เป็นเซตย่อยของกึ่งริงของอาเบล-

แกรสส์แมน R และ f ∈ ℑ(R) นิยามโดย

 

จะได้ว่า 

1. I เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนก็ต่อเมื่อ fI 

เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัยของ R 

2. I เป็นไอดีลทางซ้ายก็ต่อเมื่อ fI เป็นไอดีลทางซ้าย

วิภัชนัยของ R  

3. I เป็นไอดลีทางขวากต่็อเมือ่ fI เป็นไอดลีทางขวาวิภัชนยั 

ของ R 

4. I เป็นไอดีลก็ต่อเมื่อ fI เป็นไอดีลวิภัชนัยของ R 

5. I เป็น k-ไอดลีกต่็อเมือ่ fI เป็น k-ไอดลีวภิชันยัของ R 

 การพิสูจน์ 

 1. (⇒) ให้ x, y ∈ R ถ้า x ∉ I หรือ y ∉ I แล้ว fI (x) 

= 0 หรือ fI (y) = 0 ดังนั้น 

 fI (x + y) ≥ 0 = min{fI (x), fI (y)}

และ

 fI (xy) ≥ 0 = min{fI (x), fI (y)}

 ถ้า x, y ∈ I แล้ว fI (x) = 1 และ fI (y) = 1 จึงได้ว่า  

fI (x + y) = 1 = min{fI (x), fI (y)} และ fI (xy) = 1 = min{fI (x),  

fI (y)} ดงันัน้ fI เป็นกึง่รงิย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวภิชันยั 

ของ R 

 (⇐) ให้ x, y ∈ I เนื่องจาก 

 fI (x + y) ≥ min{fI (x), fI (y)} = {1,1} = 1

และ

 fI (xy) ≥ min{fI (x), fI (y)} = {1,1} = 1

 ดังนั้น fI (x + y) = 1 และ fI (xy) = 1 จึงได้ว่า xy,  

x + y ∈ I นั่นคือ I เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมน

ของ R 

2. (⇒) โดยข้อ 1 จะได้ว่า fI เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-

แกรสส์แมนวภิชันยัของ R ให้ x, y ∈ R ถ้า y ∉ I แล้ว fI (y) = 0  

ดังนั้น fI (xy) ≥ 0 ถ้า y ∈ I แล้ว xy ∈ I นั่นคือ fI (xy) = 1 = 

fI (y) จึงได้ว่า fI เป็นไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยของ R

 (⇐) โดยข้อ 1 จะได้ว่า I เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล- 
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แกรสส์แมนของ R ให้ r ∈ R และ x ∈ I เนื่องจาก fI (rx) 

≥ fI (x) = 1 ดังนั้น fI (rx) = 1 นั่นคือ rx ∈ I จึงได้ว่า I เป็น 

ไอดีลทางซ้ายของ R 

3. พิสูจน์ในท�านองเดียวกันกับข้อ 2

4. เห็นได้ชัดเจนโดยข้อ 2 ข้อ 3

 ทฤษฎีบท 3.7 ให้ I เป็นเซตย่อยของกึ่งริงของ 

อาเบล-แกรสส์แมน R และ f ∈ ℑ(R), t ∈ (0,1] นิยามโดย

 

จะได้ว่า 

1. I เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนก็ต่อเมื่อ tfI 

เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัยของ R 

2. I เป็นไอดีลทางซ้ายก็ต่อเมื่อ tfI เป็นไอดีลทางซ้าย

วิภัชนัยของ R 

3. I เป็นไอดีลทางขวาก็ต่อเมื่อ tfI เป็นไอดีลทางขวา

วิภัชนัยของ R 

4. I เป็นไอดีลก็ต่อเมื่อ tfI เป็นไอดีลวิภัชนัยของ R 

การพิสูจน ์พิสูจน์ในท�านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.6

 บทนิยาม 3.8 ให้ R เป็นกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน

และ f ∈ ℑ(R) และ t ∈ [0,1] จะเรียก U (f, t) := {x ∈ R : 

f (x) ≥ t} ว่าเซตระดับ (Level Set) ของ f 

 ตวัอย่าง  ให้  I  เป็นเซตย่อยของก่ึงรงิของอาเบล-แกรสส์แมน  

R และ 

 

 ส�าหรับแต่ละ t ∈ (0,1] โดยบทนิยาม 3.8 จะได้ว่า  

U (fR, t) = R และ U (f∅, t) = ∅ 

 ทฤษฎีบท 3.9 ให้ R เป็นกึ่งริงของอาเบล-แกรสส์แมน

และ f ∈ ℑ(R) และ t ∈ [0,1] จะได้

1. U (fR, t) (≠ ∅) เป็นกึง่รงิย่อยของอาเบล-แกรสส์แมน 

ก็ต่อเมื่อ f เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวิภัชนัย 

ของ R

2. U (fR, t) (≠ ∅) เป็นไอดีลทางซ้ายก็ต่อเมื่อ f เป็น 

ไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยของ R 

3. U (fR, t) (≠ ∅) เป็นไอดีลทางขวาก็ต่อเมื่อ f เป็น 

ไอดีลทางขวาวิภัชนัยของ R 

4. U (fR, t) (≠ ∅) เป็นไอดลีกต่็อเมือ่  f  เป็นไอดลีวภิชันยั 

ของ R 

 การพิสูจน ์พิสูจน์ในท�านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.6

4. สรุป

 จากการศึกษาเซตย่อยวิภัชนัยในกึ่งริงของอาเบล- 

แกรสส์แมนได้ว่าเซตย่อยไม่ว่าง I ของ R เป็นกึ่งริงย่อย 

ของอาเบล-แกรสส์แมน (ไอดลีทางซ้าย ไอดลีทางขวา ไอดีล)  

กต่็อเมือ่ fI (tfI) เป็นกึง่รงิย่อยของอาเบล-แกรสส์แมนวภัิชนยั 

(ไอดีลทางซ้ายวิภัชนัย ไอดีลทางขวาวิภัชนัย ไอดีลวิภัชนัย) 

ของ R นอกจากนี้ยังได้พบว่าถ้า f เป็นกึ่งริงย่อยของอาเบล-

แกรสส์แมนวิภัชนัย (ไอดีลทางซ้ายวิภัชนัย ไอดีลทางขวา

วิภัชนัย ไอดีลวิภัชนัย) ของ R ก็ต่อเมื่อ U (f, t) ≠ ∅ เป็น 

กึง่รงิย่อยของอาเบล-แกรสส์แมน (ไอดลีทางซ้าย ไอดลีทางขวา  

ไอดีล) ของ R  
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