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บทคัดย่อ

การวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์ 1) เพื่อปรับปรุงขอบเขตของค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด 

ของกราฟล้อ และหาขอบเขตของค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ 

และ 2) เพื่อแสดงเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อและกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ ผลการวิจัยพบว่า ขอบเขต

ของค่าคงตวัมายากลส�าหรบัเลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุของกราฟอยูใ่นพจน์ของอนัดบัและขนาดของกราฟ และขอบเขต

ของค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อ Wn กราฟพัดลม Fn และกราฟมิตรภาพ Tn  

อยู่ในพจน์ของ n และกราฟล้อพับ-t Wn,t อยู่ในพจน์ของ n และ t นอกจากนี้ ยังได้เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของ

กราฟล้อและกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อส�าหรับกราฟทุกกราฟที่มีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดด้วยค่าคงตัวมายากล 

ซึ่งมีค่าอยู่ระหว่างขอบเขตที่ได้

ค�าสำ�าคัญ: เลเบลลิง เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด กราฟล้อ
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Abstract

The purposes of this research are 1) to improve bounds of magic constants for vertex-magic total 

labelings of wheels and find bounds of magic constants for vertex-magic total labelings of wheel related 

graphs, and 2) to present vertex-magic total labelings of wheels and related graphs. The results of the 

research found that the bounds of magic constants for vertex-magic total labelings of graphs are depicted 

in terms of their order and size, and the bounds of magic constants for vertex-magic total labelings of 

wheels Wn, fans Fn and friendship graphs Tn in terms of n and t-fold wheels Wn,t in terms of n and t. 

Moreover, vertex-magic total labelings of wheels and related graphs for every graph having vertex-magic 

total labelings are obtained with magic constants which are between the bounds.

Keywords: Labeling, Vertex-magic Total Labeling, Wheel

Research Article

Please cite this article as: S. Saduakdee, P. Intanuoy, and N. Yod-on , “Bounds of magic constants for vertex-magic total 

labelings of wheels and related graphs,” The Journal of KMUTNB, vol. 29, no. 4, pp. 641–651, Oct.–Dec. 2019 (in Thai).

http://dx.doi.org/10.14416/j.kmutnb.2019.08.001


643

สภุาภรณ์ สดวกดี และคณะ, “ขอบเขตของค่าคงตัวมายากลส�าหรบัเลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุของกราฟล้อและกราฟทีส่มัพนัธ์กบักราฟล้อ.”

The Journal of KMUTNB., Vol. 29, No. 4, Oct.–Dec. 2019

วารสารวิชาการพระจอมเกล้าพระนครเหนือ ปีที่ 29 ฉบับที่ 4  ต.ค.–ธ.ค. 2562

1. บทน�า 

 เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟเป็นการ

ระบายสกีราฟชนดิหนึง่ ซ่ึงเป็นปัญหาเกีย่วกับการระบายสีจดุ 

และเส้นของกราฟ โดยก�าหนดฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหน่ึง

จากเซตของจุดและเซตของเส้นของกราฟไปยังเซตของ 

จ�านวนเตม็บวก ตัง้แต่ 1 ถงึผลรวมของอนัดบัและขนาดของ

กราฟ โดยมีเงือ่นไขว่า ส�าหรบัแต่ละจดุของกราฟ ผลรวมของ 

ค่าฟังก์ชันของจุดและค่าฟังก์ชันของเส้นท่ีกระทบกับจุดนั้น 

จะต้องเป็นค่าคงตัวที่เท่ากัน จะเห็นว่าการระบายสีตาม

เงื่อนไขที่กล่าวมาอาจท�าได้ยากที่จะท�าให้ได้เลเบลลิงแบบ

รวมมายากลของจุด จงึน่าสนใจทีจ่ะศกึษาเลเบลลงิแบบรวม

มายากลของจุดส�าหรับกราฟท่ีมีเลเบลลิงแบบรวมมายากล

ของจุด ซ่ึงนักคณิตศาสตร์หลายท่านได้แสดงว่า กราฟล้อ

และกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อบางกราฟมีเลเบลลิงแบบ

รวมมายากลของจุด

 ในปี ค.ศ. 2001 MacDougall et al. [1] ได้แสดง

ขอบเขตของค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวม

มายากลของจุดของกราฟล้อ ซ่ึงเป็นประโยชน์ในการช่วย

หาเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟ และได้แสดง 

เลเบลของจุดและเลเบลของเส้นแยกตามประเภทของจุด 

และเส้นส�าหรับกราฟล้อ กราฟพัดลม และกราฟมิตรภาพ  

ต่อมาในปี ค.ศ. 2008 Baker and Sawada [2] ได้หาจ�านวน

เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อส�าหรับค่า

คงตัวมายากลแต่ละค่าที่เป็นไปได้ 

 ดงันัน้ คณะผูวิ้จยัจงึสนใจทีจ่ะศกึษาขอบเขตของค่าคงตวั 

มายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟ 

โดยมีวัตถุประสงค์ คือ 1) เพื่อปรับปรุงขอบเขตของค่าคงตัว 

มายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อ  

และหาขอบเขตของค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบ

รวมมายากลของจุดของกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ และ  

2) เพื่อแสดงเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อ 

และกราฟทีส่มัพนัธ์กบักราฟล้อ ส�าหรบัขอบเขตของการวจิยั  

คณะผูว้จิยัจะหาขอบเขตของค่าคงตวัมายากลส�าหรบัเลเบลลงิ 

แบบรวมมายากลของจุดของกราฟท่ีสัมพันธ์กับกราฟล้อ  

เฉพาะกราฟพัดลม กราฟมิตรภาพ และกราฟล้อพับ-t 

และแสดงเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟที่

สัมพันธ์กับกราฟล้อ เฉพาะกราฟพัดลม และกราฟมิตรภาพ 

สมมติฐานการวิจัย คือ ได้ขอบเขตของค่าคงตัวมายากล

ส�าหรบัเลเบลลงิแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อทีด่กีว่า

ขอบเขตที่ได้จาก MacDougall et al. [1] โดยกราฟทั้งหมด

ที่พิจารณาในบทความวิจัยนี้เป็นกราฟเชิงเดียว 

 ก�าหนดให้ G เป็นกราฟเชิงเดียวที่มีอันดับ n และ 

ขนาด m เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด (Vertex-magic 

Total Labeling) ของกราฟ G คือ ฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง

 

โดยที่ มีจ�านวนเต็มบวก k ซึ่งท�าให้ 

 

ส�าหรับทุกๆ จุด u ในกราฟ G

เมื่อ N(u) แทนเซตของจุดทั้งหมดที่ประชิดกับ u ในกราฟ G 

 ผลรวม  เขียนแทนด้วย wt(u)  

เรียกว่า น�้าหนัก (Weight) ของจุด u 

 จ�านวนเต็มบวก k เรียกว่า ค่าคงตัวมายากล (Magic 

Constant) ส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด f 

 กราฟ G เรียกว่า มายากลของจุด (Vertex Magic) ถ้า

กราฟ G มีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด 

ตัวอย่าง เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟวิถี P3 

และกราฟวง C3 

 พิจารณากราฟวิถี P3 ซึ่งเป็นกราฟที่มีอันดับ 3 และ

ขนาด 2 ดังรูปที่ 1

ก�าหนด  

นิยามโดย

 

  และ  

ดังรูปที่ 2

รูปที่ 1 กราฟวิถี P3 
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Fn :

จะได้ว่า

 

ดังนั้น กราฟวิถี P3 มีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด ด้วย

ค่าคงตัวมายากล k = 6 

 พิจารณากราฟวง C3 ซึ่งเป็นกราฟที่มีอันดับ 3 และ

ขนาด 3 ดังรูปที่ 3

ก�าหนด  

นิยามโดย

 

  และ  

ดังรูปที่ 4

จะได้ว่า

 

ดังนั้น กราฟวง C3 มีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด  

ด้วยค่าคงตัวมายากล k = 9 

 ส�าหรับจ�านวนเต็ม n ≥ 3 กราฟล้อ (Wheel) Wn คือ 

กราฟร่วม K1 + Cn ที่มี V(Wn) = {c,v1,v2,...,vn} โดยที่ 

 และ  เรียก c ว่า จุดรวม 

(Hub) และเรียก v1,v2,...,vn ว่า จุดขอบ (Rims) ดังรูปที่ 5

 ส�าหรับจ�านวนเต็ม m ≥ 1 และ n ≥ 2 กราฟพัดลม 

(Fan) Fm,n คือ กราฟร่วม  ซึ่งคณะผู้วิจัยจะศึกษา

เฉพาะกรณทีี ่m = 1 และ n ≥ 2 และเขยีนแทนด้วย Fn นัน่คอื  

กราฟร่วม  ที่มี V(Fn) = {c,v1,v2,...,vn} โดยที่ 

 และ  เรียก c ว่า จุดรวม 

และเรียก v1,v2,...,vn ว่า จุดขอบ ดังรูปที่ 6

 ส�าหรับจ�านวนเต็ม n ≥ 1 กราฟมิตรภาพ (Friendship  

Graph) Tn คือ กราฟร่วม K1 + nK2 ทีม่ ีV(Tn) = {c,v1,v2,...,v2n}  

โดยที่  และ  เรียก c ว่า 

จดุรวม และเรยีก v1,v2,...,v2n ว่า จดุขอบ ดงัรปูที ่7

รูปที่ 2 เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟวิถี P3 

รูปที่ 3 กราฟวง C3 

รูปที่ 4 เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟวง C3 

รูปที่ 5 กราฟล้อ Wn ที่มี V(Wn) = {c,v1,v2,...,vn}

Wn :

รูปที่ 6 กราฟพัดลม Fn ที่มี V(Fn) = {c,v1,v2,...,vn} 
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 ส�าหรับจ�านวนเต็ม n ≥ 3 และ t ≥ 1 กราฟล้อพับ-t  

(t-fold Wheel Graph) Wn,t คือ กราฟร่วม tK1 + Cn ที่มี 

V(Wn,t) = {c1,c2,...,ct,v1,v2,...,vn} โดยที ่  

และ  เรียก c1,c2,...,ct ว่า จุดรวม และ

เรียก v1,v2,...,vn ว่า จุดขอบ ดังรูปที่ 8

 MacDougall et al. [1] ได้ศึกษาเลเบลลิงแบบรวม 

มายากลของจดุของกราฟล้อและกราฟทีส่มัพนัธ์กบักราฟล้อ  

ซึ่งได้แก่ กราฟพัดลม กราฟมิตรภาพ และกราฟล้อพับ-t  

โดยแสดงขอบเขตของค่าคงตวัมายากลส�าหรบัเลเบลลงิแบบ

รวมมายากลของจุดของกราฟล้อ ดังนี้

 

และได้ข้อสรุปส�าหรับการมเีลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุ

ของกราฟล้อและกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ ดังนี้ 

1. กราฟล้อ Wn ไม่มีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด 

เมื่อ n > 11 

2. กราฟพัดลม  Fn  ไม่มีเลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุ  

เมื่อ n > 10 

3. กราฟมิตรภาพ Tn ไม่มีเลเบลลิงแบบรวมมายากล 

ของจุด เมื่อ n > 3 

4. กราฟล้อพับ-t Wn,t ไม่มีเลเบลลิงแบบรวมมายากล

ของจุด เมื่อ n > Nt โดยที่ Nt แทนจ�านวนเต็มบวก n ที ่

มากที่สุดที่ท�าให้

 

 นอกจากนี้ ยังได้แสดงเลเบลของจุดและเลเบลของ

เส้นแยกตามประเภทของจุดและเส้นส�าหรับกราฟทุกกราฟ 

ทีม่เีลเบลลงิแบบรวมมายากลของจุด 

 Slamin et al. [3] ได้ศึกษาเลเบลลิงแบบรวมมายากล

ของเส้นของกราฟล้อ กราฟพัดลม และกราฟมิตรภาพ ซี่งได้ 

ผลการศกึษาดังนี ้ส�าหรบั n ≡ 6(mod8) กราฟล้อ Wn มเีลเบลลิง 

แบบรวมมายากลของเส้น ด้วยค่าคงตวัมายากล k = 5n + 2 ส�าหรบั 

จ�านวนเตม็ n ≥ 2 กราฟพดัลม Fn มีเลเบลลงิแบบรวมมายากล 

ของเส้น ด้วยค่าคงตวัมายากล k = 4n + 2 และกราฟมติรภาพ 

Tn เป็นมายากลของเส้น ก็ต่อเมื่อ 3 ≤ n ≤ 5 และ n = 7 

 Baker and Sawada [2] ได้ศึกษาเลเบลลิงแบบรวม 

มายากลของจุดของกราฟวงและกราฟล้อ โดยได้แสดง

ขอบเขตของค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวม

มายากลของจดุของกราฟล้อ และใช้อลักอรทิมึเพือ่หาจ�านวน

เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดที่แตกต่างกันของกราฟวง

และกราฟล้อ นอกจากนี้ ยังได้หาจ�านวนเลเบลลิงแบบรวม 

มายากลของจุดของกราฟวงและกราฟล้อส�าหรับค่าคงตัว

มายากล แต่ละค่าที่เป็นไปได้

 Murugesan and Amutha [4] ได้ศึกษาเลเบลลิง 

แบบรวมมายากลของจุดในกราฟแฮมิลโทเนียน ซึ่งได้แก่ 

กราฟวง กราฟแบบบริบูรณ์ และกราฟล้อ โดยพิสูจน์ว่า 

กราฟวงทั้งหมดมีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด และ

เนื่องจากกราฟแฮมิลโทเนียนบรรจุวง ดังนั้น จึงได้ศึกษา

ความสัมพันธ์ของเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดในกราฟ

แฮมิลโทเนียน  

 จากการศกึษางานวจัิยทีเ่กีย่วข้องกบัเลเบลลงิแบบรวม

มายากลของจดุของกราฟล้อและกราฟทีสั่มพนัธ์กบักราฟล้อ  

คณะผู ้วิจัยจึงสนใจที่จะปรับปรุงขอบเขตของค่าคงตัว 

มายากลส�าหรบัเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อ  

และหาขอบเขตของค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบ

รวมมายากลของจดุของกราฟทีสั่มพนัธ์กบักราฟล้อ และเพ่ือ

รูปที่ 7 กราฟมิตรภาพ Tn ที่มี V(Tn) = {c,v1,v2,...,v2n}

Tn :

รปูที ่8 กราฟล้อพับ-t Wn,t ทีม่ ีV(Wn,t) = {c1,c2,...,ct,v1,v2,...,vn}

Wn,t:
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ยนืยนัว่ามเีลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุของกราฟล้อและ

กราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ ด้วยค่าคงตัวมายากลซึ่งมีค่าอยู่

ระหว่างขอบเขตที่ได้ คณะผู้วิจัยจะแสดงเลเบลลิงแบบรวม

มายากลของจดุของกราฟล้อและกราฟทีส่มัพนัธ์กบักราฟล้อ 

ส�าหรับกราฟทุกกราฟที่มีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

2. วิธีการวิจัย 

 งานวิจัยนี้เป็นงานวิจัยเชิงทฤษฎี ซ่ึงมีประโยชน์ใน 

การพัฒนาองค์ความรู้ทางด้านทฤษฎีกราฟ และสามารถน�า

ผลงานวิจัยไปประยุกต์ใช้กับปัญหาในชีวิตประจ�าวัน โดย

คณะผูว้จิยัจะสร้างทฤษฎบีท และพสิจูน์ทฤษฎบีทเพ่ือยนืยนั

ว่าเป็นจริง ซึ่งมีวิธีด�าเนินการวิจัย ดังนี้

1. ศึกษานิยามของเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

ของกราฟ

2. ศึกษานิยามและสมบัติของกราฟล้อและกราฟที่

สัมพันธ์กับกราฟล้อ

3. ศึกษางานวิจัยที่เก่ียวข้องกับเลเบลลิงแบบรวม

มายากลของจุดของกราฟ

4. ปรับปรุงขอบเขตของค่าคงตวัมายากลส�าหรบัเลเบลลงิ 

แบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อ และหาขอบเขตของ

ค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

ของกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ

5. แสดงเลเบลลงิแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อ

และกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ

6. ตั้งข้อคาดการณ์และพิสูจน์ผลสรุปที่เป็นจริง

7. ตรวจสอบความถูกต้องของผลสรุปที่ได้ และเรียง

ล�าดับเนื้อหาให้สอดคล้องกัน

3. ผลการวิจัย

3.1 ขอบเขตของค่าคงตวัมายากลสำ�าหรบัเลเบลลงิแบบรวม 

มายากลของจดุของกราฟล้อและกราฟทีสั่ำมพนัธ์กบักราฟล้อ

 ส�าหรบักราฟทีม่เีลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุ เมือ่

พิจารณาผลรวมของน�้าหนักของจุดทั้งหมด จะได้ว่าเลเบล

ของจดุแต่ละจดุจะถกูนบัหนึง่ครัง้ และเนือ่งจากเส้นแต่ละเส้น 

กระทบกับจุดสองจุด ดังนั้น เลเบลของเส้นแต่ละเส้นจะถูก

นับสองครั้ง จึงได้ข้อสังเกตดังต่อไปนี้

ข้อสำังเกต 1 ส�าหรับกราฟ G ใดๆ ที่มีอันดับ n และขนาด m  

ซึ่ง V(G) = {v1,v2,...,vn} ถ้า G มีเลเบลลิงแบบรวมมายากล

ของจุด ซึ่งเลเบลจุดด้วย L1,L2,...,Ln และเลเบลเส้นด้วย 

l1,l2,...,lm แล้ว

 

 จากผลรวมของน�้าหนักของจุดท้ังหมดที่ ได ้จาก 

ข้อสังเกต 1 ท�าให้ได้ขอบเขตของค่าคงตวัมายากลส�าหรบัเลเบลลิง 

แบบรวมมายากลของจุดของกราฟ ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 1 ส�าหรับกราฟ G ใดๆ ที่มีอันดับ n และ 

ขนาด m ถ้า G มีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด ด้วยค่า

คงตัวมายากล k แล้ว

 

และ

 

พิสำูจน ์ให้ G เป็นกราฟใดๆ ที่มีอันดับ n และขนาด m 

สมมติ G มีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด ด้วยค่าคงตัว

มายากล k จากข้อสังเกต 1 จะได้

 

เนื่องจาก  เป็นผลรวมของเลเบลของจุดและ

เลเบลของเส้นทั้งหมด จะได้ว่า

 

พิจารณาขอบเขตล่างของ k 

เนื่องจาก  จะได้ว่า
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เนื่องจาก k เป็นน�้าหนักที่เท่ากันของจุดแต่ละจุด ดังนั้น 

 

พิจารณาขอบเขตบนของ k 

เนื่องจาก  จะได้ว่า

 

เนื่องจาก k เป็นน�้าหนักที่เท่ากันของจุดแต่ละจุด ดังนั้น 

 

 จากที่ MacDougall et al. [1] ได้ข้อสรุปส�าหรับ

การมีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อและ

กราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ ดังนั้น พิจารณากราฟล้อ Wn 

กราฟพัดลม Fn กราฟมิตรภาพ Tn และกราฟล้อพับ-t Wn,t 

เมื่อ 3 ≤ n ≤ 11, 2 ≤ n ≤ 10, 1 ≤ n ≤ 3 และ 3 ≤ n ≤ Nt  

ตามล�าดบั โดยที ่Nt แทนจ�านวนเตม็บวก n ทีม่ากทีส่ดุทีท่�าให้

 

เนื่องจาก Wn มีอันดับ n+1 และขนาด 2n Fn มีอันดับ n+1 

และขนาด 2n–1 Tn มีอันดับ 2n+1 และขนาด 3n และ Wn,t 

มอีนัดบั n+t และขนาด nt+n จากทฤษฎบีท 1 จะได้ขอบเขต

ของค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของ

จุดของกราฟ ดังบทแทรกต่อไปนี้

บทแทรก 1 ส�าหรับกราฟล้อ Wn เม่ือ 3 ≤ n ≤ 11 และ 

ค่าคงตวัมายากล k ส�าหรบัเลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุ 

ของ Wn จะได้ว่า

 

 จากที่ MacDougall et al. [1] ได้หาขอบเขตของ 

ค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

ของกราฟล้อ ไว้ดังนี้

 

 จะเห็นว่า ขอบเขตของค่าคงตวัมายากลส�าหรบัเลเบลลงิ 

แบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อที่ได้จากบทแทรก 1 

ดีกว่าขอบเขตที่ได้จาก MacDougall et al. [1]

บทแทรก 2 ส�าหรับกราฟพัดลม Fn เมื่อ 2 ≤ n ≤ 10 และ

ค่าคงตัวมายากล k ส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของ

จุดของ Fn จะได้ว่า

 

บทแทรก 3 ส�าหรับกราฟมิตรภาพ Tn เมื่อ 1 ≤ n ≤ 3 และ

ค่าคงตัวมายากล k ส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของ

จุดของ Tn จะได้ว่า

 

บทแทรก 4 ส�าหรับกราฟล้อพับ-t Wn,t เมื่อ 3 ≤ n ≤ Nt และ

ค่าคงตวัมายากล k ส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจดุ

ของ Wn,t จะได้ว่า

 

และ

 

เมื่อ Nt แทนจ�านวนเต็มบวก n ที่มากที่สุดที่ท�าให้ 

 

3.2 เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อและ

กราฟที่สำัมพันธ์กับกราฟล้อ

 เพ่ือยืนยันว่ามีเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

ของกราฟล้อและกราฟท่ีสัมพันธ์กับกราฟล้อ ด้วยค่าคงตัว

มายากลซึ่งมีค่าอยู่ระหว่างขอบเขตที่ได้จากบทแทรก 1, 2 

และ 3 คณะผู้วิจัยจึงแสดงเลเบลลิงแบบรวมมายากลของ

จดุของกราฟล้อและกราฟทีส่มัพนัธ์กบักราฟล้อส�าหรบักราฟ 

ทกุกราฟทีม่เีลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุ แสดงดงัตาราง 

ที่ 1–3
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ตารางที่ 1 เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อ Wn 

n
ขอบเขตของค่าคงตัว

มายากล k
เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด n

ขอบเขตของค่าคงตัว
มายากล k  

เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

3 19 ≤ k ≤ 25

W3:

k = 21

8 52 ≤ k ≤ 67

W8:

k = 58

4 26 ≤ k ≤ 33

W4:

k = 29

9 58 ≤ k ≤ 75

W9:

k = 65

5 32 ≤ k ≤ 41

W5:

k = 39

10 65 ≤ k ≤ 84

W10:

k = 69

6 39 ≤ k ≤ 50

W6:

k = 44
11 71 ≤ k ≤ 92

W11:

k = 81

7 45 ≤ k ≤ 58

W7:

k = 48
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ตารางที่ 2 เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟพัดลม Fn

n
ขอบเขตของค่าคงตัว

มายากล k
เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด n

ขอบเขตของค่าคงตัว
มายากล k  

เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

2 9 ≤ k ≤ 12

F2:

k = 11

7 41 ≤ k ≤ 53

F7:

k = 44

3 15 ≤ k ≤ 20

F3:

k = 16

8 47 ≤ k ≤ 61

F8:

k = 53

4 22 ≤ k ≤ 28

F4:

k = 25

9 54 ≤ k ≤ 70

F9:

k = 57

5 28 ≤ k ≤ 36

F5:

k = 32
10 60 ≤ k ≤ 78

F10:

k = 66

6 34 ≤ k ≤ 44

F6:

k = 40
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 จากตารางที่ 1–3 จะเห็นว่า ค่าคงตัวมายากลส�าหรับ

เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟล้อ กราฟพัดลม 

และกราฟมิตรภาพส�าหรับกราฟทุกกราฟท่ีมีเลเบลลิงแบบ

รวมมายากลของจดุมค่ีาอยูร่ะหว่างขอบเขตทีไ่ด้จากบทแทรก  

1, 2 และ 3 ตามล�าดับ 

4. อภิปรายผลและสำรุป

4.1 จากทฤษฎีบท 1 ท�าให้ได้ขอบเขตของค่าคงตัว

มายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟ

ในพจน์ของอันดับและขนาดของกราฟ และขอบเขตของ 

ค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

ของกราฟล้อ Wn กราฟพัดลม Fn และกราฟมิตรภาพ Tn 

อยู่ในพจน์ของ n และกราฟล้อพับ-t Wn,t อยู่ในพจน์ของ n 

และ t ซึ่งช่วยในการแสดงเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

ของกราฟ

4.2 นอกจากกราฟล้อ กราฟพดัลม กราฟมติรภาพ และ

กราฟล้อพับ-t ยังสามารถหาขอบเขตของค่าคงตัวมายากล

ส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟอ่ืนๆ ได้

จากทฤษฎีบท 1 เช่น กราฟวิถี Pn ที่มีอันดับ n และขนาด 

n–1 จะได้ขอบเขตล่างและขอบเขตบนของค่าคงตวัมายากล

ส�าหรบัเลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุของกราฟวถิ ีPn คอื 

 และ  ตามล�าดับ และกราฟวง Cn ที่มีอันดับ n 

และขนาด n จะได้ขอบเขตล่างและขอบเขตบนของค่าคงตัว 

มายากลส�าหรบัเลเบลลงิแบบรวมมายากลของจดุของกราฟวง  

Cn คือ  และ  ตามล�าดับ เป็นต้น 

4.3 ขอบเขตของค่าคงตวัมายากลส�าหรบัเลเบลลงิแบบ

รวมมายากลของจุดของกราฟล้อที่ได้จากบทแทรก 1 ดีกว่า

ขอบเขตที่ได้จาก MacDougall et al. [1]

4.4 จากการแสดงเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

ของกราฟล้อและกราฟที่สัมพันธ์กับกราฟล้อ ซึ่งได้แก่ กราฟ

พดัลม และกราฟมติรภาพ ท�าให้ได้เลเบลลงิแบบรวมมายากล

ของจุดของกราฟล้อ กราฟพัดลม และกราฟมิตรภาพ ด้วย

ค่าคงตัวมายากลซ่ึงมีค่าอยู่ระหว่างขอบเขตของค่าคงตัว

มายากลที่ได้จากบทแทรก 1, 2 และ 3 ตามล�าดับ

4.5 เนือ่งจากกราฟแต่ละกราฟไม่จ�าเป็นต้องมเีลเบลลงิ 

แบบรวมมายากลของจุด ด้วยค่าคงตัวมายากลท่ีเป็น

จ�านวนเต็มบวกทุกจ�านวน ดังนั้นการศึกษาขอบเขตของ 

ค่าคงตัวมายากลส�าหรับเลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

ของกราฟ จงึมีประโยชน์อย่างมากในการช่วยแสดงเลเบลลงิ

แบบรวมมายากลของจุดของกราฟ

5. กิตติกรรมประกาศ 

 คณะผู ้ วิ จั ยขอขอบคุณสถาบัน วิจัยและพัฒนา 

มหาวิทยาลัยราชภัฏจันทรเกษม ที่ให้ทุนสนับสนุนการวิจัย

ในครั้งนี้   

ตารางที่ 3 เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุดของกราฟ

มิตรภาพ Tn

n
ขอบเขตของค่าคงตัว

มายากล k
เลเบลลิงแบบรวมมายากลของจุด

1 9 ≤ k ≤ 12

T1:

k = 12

2 18 ≤ k ≤ 23

T2:

k = 21

3 26 ≤ k ≤ 34

T3:

k = 28
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