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บทคัดย่อ

ข้อมูลจ�านวนนับถูกพบได้ทั่วไปในหลายสถานการณ์ และมักนิยมใช้การแจกแจงปัวซงในการอธิบายการเกิดเหตุการณ ์

ทีส่นใจ แต่ในบางเหตกุารณ์ ค่าสงัเกตศนูย์เกดิขึน้เกนิกว่าทีจ่ะถกูพจิารณาว่ามกีารแจกแจงปัวซงตามปกตไิด้ หนึง่ในการแจกแจง 

ความน่าจะเป็นที่นิยมมากที่สุดที่ถูกประยุกต์ใช้กับข้อมูลที่มีลักษณะดังกล่าว คือ การแจกแจงปัวซงค่าศูนย์เฟ้อ (ZIP) ในการ

ทบทวนวรรณกรรม งานวิจัยส่วนใหญ่เน้นไปท่ีพารามิเตอร์ของการแจกแจงแบร์นูลลีซึ่งเป็นส่วนประกอบหนึ่งของ ZIP ใน 

งานวจิยันีจ้งึได้เสนอ การประมาณค่าแบบช่วงของพารามเิตอร์ของการแจกแจงปัวซงใน ZIP เมือ่พารามเิตอร์ของการแจกแจง 

แบร์นลูลไีม่ทราบค่า โดยใช้ฟังก์ชนัภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ก�าจดัพารามเิตอร์รบกวน โดยการศกึษาจะแบ่งออกเป็น การพสิจูน์ 

ทางคณิตศาสตร์ และการศึกษาเชิงจ�าลอง การวัดประสิทธิภาพของช่วงจะพิจารณาจากค่าความน่าจะเป็นคุ้มรวม (CP) และ

ความยาวเฉลี่ย (AL) ของช่วงโดยวิธีมอนติคาร์โล ผลการศึกษาพบว่า โดยภาพรวม ช่วงที่เสนอขึ้นให้ค่า CP ใกล้เคียงกับ

สมัประสทิธิค์วามเช่ือมัน่ทีต้่องการ และเมือ่ค่าทีแ่ท้จรงิของพารามิเตอร์ของการแจกแจงปัวซงมีค่าเพิม่มากขึน้ ช่วงทีน่�าเสนอ

มีประสิทธิภาพดีถึงแม้ตัวอย่างมีขนาดเล็ก

ค�าส�าคัญ: ข้อมูลจ�านวนนับ การแจกแจงปัวซง การจ�าลองมอนติคาร์โล ช่วงความเชื่อมั่น ภาวะน่าจะเป็นโพร์ไฟล์
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Abstract

Count data are commonly encountered in various real-life situations and researchers usually employ 

the Poisson distribution to elucidate such interesting events. Nevertheless, some occurrences possess too 

zeros to be reflected as a regular Poisson distribution. One of the most widely used probability distributions 

has been applied to data with excessive zeros is the Zero-inflated Poisson distribution (ZIP). In literature 

reviews, many devoted studies to the Bernoulli parameter, one component of the ZIP, and thus in this 

paper an interval estimation is proposed for the Poisson parameter in ZIP when the Bernoulli parameter 

is assumed to be unknown. The nuisance parameter is eliminated by a profile likelihood approach. The 

studies consist of mathematical proofs and simulations. The performance of proposed intervals is evaluated 

via the Coverage Probability (CP) and Average Length (AL) of confidence intervals, which were estimated 

by Monte-carlo methods. The results reveal that overall, the proposed interval produces the CP close 

to the desirable confidence coefficient. When the parameter of Poisson distribution becomes larger, the 

performance of profile likelihood-based confidence intervals is satisfied even though the sample is small.
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1. บทน�า

 การแจกแจงปัวซงเป็นการแจกแจงความน่าจะเป็นของ

ตัวแปรสุ่มชนิดไม่ต่อเนื่อง (Discrete Random Variable)  

ส�าหรับข้อมลูจ�านวนนบั (Count Data) ทีห่มายถงึ จ�านวนครัง้ 

ที่เกิดเหตุการณ์ที่สนใจเกิดบนช่วงเวลาหน่ึงๆ หรือในพ้ืนที่

หนึ่งๆ เช่น จ�านวนคนไข้ท่ีเข้ารับการรักษาในโรงพยาบาล

แห่งหนึ่งในช่วงเวลาหน่ึง ให้ตัวแปรสุ่ม X แทน จ�านวน

ครั้งของความส�าเร็จที่การเกิดเหตุการณ์ที่สนใจซ่ึงจะมีค่า

เป็น 0, 1, 2, … ที่มีพารามิเตอร์เป็น λ ซึ่งหมายถึง ค่าเฉลี่ย 

ของจ�านวนครั้ง ท่ีเกิดเหตุการณ์ท่ีสนใจ และสามารถ

เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ X~Poi(λ) ส�าหรับฟังก์ชันมวล

ความน่าจะเป็นของการแจกแจงปัวซง (พีเอ็มเอฟ) คือ  

f(x, λ) = e–λ λx/x!, x = 0, 1 ,...  ที่มีค่าคาดหมาย E(X) และ

ความแปรปรวน Var(X) ของตัวแปรสุ่มเท่ากันเท่ากับ λ  

อย่างไรก็ตาม ในการประยุกต์ใช้กับข้อมูลจริงมักเกิดปัญหา

ความแปรปรวนมีค่ามากกว่าค่าคาดหมาย หรือท่ีเรียกว่า  

การกระจายเกนิเกณฑ์ (Overdispersion) นอกจากนี ้ข้อมลู

ที่มีค่าศูนย์เป็นจ�านวนมากกว่าปกติก็เป็นสาเหตุอย่างหนึ่ง 

ทีท่�าให้เกิดภาวะการกระจายเกนิเกณฑ์ได้ เช่น ข้อมลูจ�านวน

ผู ้ป่วยที่มีโรคแทรกซ้อนในเด็กอายุ 0–12 ปี ท่ีเป็นโรค

ปอดบวมในประเทศมาเลเซีย จ�านวน 1,252 ราย โดยข้อมูล

ชุดนี้มีค่าสังเกตที่มีค่าเป็นศูนย์ถึง 62.3%  [1] เนื่องจากมีค่า

ศนูย์มากกว่าปกต ิข้อมลูลกัษณะนีน้ยิมเรยีกว่า มค่ีาศนูย์เฟ้อ  

(Zero-inflated) ซึง่ท�าให้ค่าคาดหมายและค่าความแปรปรวน 

มีค่าไม่เท่ากันจึงผิดตามข้อก�าหนดของการแจกแจงปัวซง  

ในอดีต ค.ศ. 1992 Lambert [2] เป็นคนแรกที่ได้เสนอการ

แจงแจงปัวซงในกรณพีเิศษทีม่ค่ีาสงัเกตมค่ีาเป็นศนูย์มากกว่า

ปกติ ซึ่งถูกเรียกว่า “การแจกแจงปัวซงค่าศูนย์เฟ้อ”

 การแจกแจงปัวซงค่าศูนย์เฟ้อ (Zero-inflated Poisson  

Distribution; ZIP) เป็นการแจกแจงความน่าจะเป็นของ

ตวัแปรสุม่ชนดิไม่ต่อเนือ่งทีม่ ี2 พารามเิตอร์ คอื พารามเิตอร์

ของการแจกแจงปัวซงหรือ λ และพารามิเตอร์ของการแจก

แจงแบร์นูลลีหรือ π ซึ่งมีพีเอ็มเอฟเป็นดังสมการที่ (1)

  (1)

โดยที่ λ > 0, 0 < π < 1 และฟังก์ชัน I{0}(x) มีค่าเท่ากับ 1 

เมื่อ x = 0 และมีค่าเท่ากับ 0 เมื่อ x มีค่าอื่นๆ โดยเขียนแทน 

ด้วยสัญลักษณ์ X~ZIP(λ, π) ส�าหรับค่าคาดหมายและ 

ความแปรปรวนของ ZIP คอื (1 – π)λ และ (1 – π)λ (1 – π λ)  

ตามล�าดับ การแจกแจงนี้เป็นที่นิยมอย่างมากจึงได้ถูกน�า

ไปประยุกต์ในหลากหลายสาขาวิชา เช่น ด้านคณิตศาสตร์

ประกันภัย Boucher และคณะ [3] ใช้ ZIP เป็นตัวแบบ

การเรียกร้องค่าสินไหมของผู้ท�าประกันภัย ในด้านการ

แพทย์ Böhning และคณะ [4] ได้ศึกษาข้อมูลดัชนี DMFT 

(Decayed Missing and Dilled Teeth) ในทางทันตกรรม

 Beckett และคณะ [5] ได ้ เสนอการประมาณ 

พารามิเตอร์แบบจุดของ ZIP ด้วยวิธีภาวะน่าจะเป็นสูงสุด  

(Maximum Likelihood) ได้ 2 สมการที่ใช้ในการหาตัว 

ประมาณเป ็น  และ  

 ซึง่ไม่สามารถหารปูแบบปิด (Closed 

Form) ส�าหรับตัวประมาณของพารามิเตอร์ λ ได้ นอกจากนี้  

Beckett ยังได้เสนอตัวประมาณที่ใช้วิธีโมเมนต์ (Method  

of Moment) ที่มีสูตรเป็น  และ 

 โดยที่  และ S2 คือ 

ค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนของตัวอย่าง Wagh และ 

Kamalja [6] ได้ประมาณพารามิเตอร์แบบจุดของ π  

ด้วยวิธี Probability Estimation (PE) ได้ผลลัพธ์เป็น  

 โดยที่  คือ สัดส่วนของจ�านวน 

ค่าสังเกตทีมี่ค่าเป็นศนูย์ต่อจ�านวนค่าสังเกตทัง้หมด และ  

คือ ค่าประมาณแบบจุดของพารามิเตอร์ λ ด้วยวิธีโมเมนต์

 Xie และคณะ [7] ได้เสนอและเปรยีบเทยีบประสทิธภิาพ

ของการทดสอบสมมตฐิานทางสถิต ิH0 : π = 0 (ข้อมลูมาจาก

การแจกแจงปัวซง) และ H1 : π ≠ 0 (ข้อมูลมาจาก ZIP)  

รวมทั้งสิ้น 6 วิธี ได้แก่ การทดสอบสกอร์ [8] การทดสอบ

อัตราส่วนภาวะน่าจะเป็น [9] การทดสอบไคก�าลังสอง 

การทดสอบโดยใช้ช่วงความเชื่อมั่น การทดสอบค็อกแครน 

(Cochran Test) [10] และการทดสอบ Rao-chakravarti 

[11] โดยวิธีมอนติคาร์โลที่ท�าซ�้าจ�านวน 1,000 รอบ โดย

ขนาดตัวอย่างที่ศึกษาเท่ากับ 10, 20 และ 50 ได้ผลลัพธ์ว่า  

การทดสอบที่ใช้ช่วงความเช่ือม่ันมีก�าลังของการทดสอบ 
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(Power of the Test) ต�่ากว่าการทดสอบอื่นๆ ในขณะที่

การทดสอบอื่นๆ มีประสิทธิภาพใกล้เคียงกัน Numna [12] 

ได้เสนอการทดสอบสมมติฐานทางสถิติ H0 : π = 0 โดยใช้

การทดสอบวัลด์ (Wald’s Test) และได้น�ามาเปรียบเทียบ

ประสทิธภิาพกับวธิทีีเ่คยถกูเสนอก่อนหน้าพบว่า การทดสอบ 

วัลด์มีประสิทธิภาพในการทดสอบใกล้เคียงกับการทดสอบ 

ค็อกแครน Paneru และคณะ [13] ได้ประมาณค่าแบบช่วง

ของค่าคาดหมายของ ZIP โดยใช้วิธีบูตสแทร็ป (Bootstrap) 

Thongchomphu และ Mayureesawan [14] ได้เสนอการ

ประมาณค่าพารามเิตอร์แบบช่วงของสมัประสทิธิก์ารแปรผนั 

(Coefficient of Variation; CV) ซึ่งพัฒนามาจากช่วงความ

เชือ่มัน่แบบเชงิเส้นก�ากบัของพารามเิตอร์ π Srisuradetchai 

และ Junnamtuam [15] ได้เปรียบเทียบช่วงความเชื่อมั่น 

แบบวลัด์ของพารามเิตอร์ π ในตวัแบบ ZIP และ ZAP (Zero-

altered Poisson) ที่มีฟังก์ชันเชื่อมโยงที่แตกต่างกัน คือ  

ฟังก์ชันเชื่อมโยงลอจิต (Logit Link) ฟังก์ชันเชื่อมโยงโพรบิต 

(Probit Link) และฟังก์ชนัเชือ่มโยงคอมพลเีมนทารลีอ็ก-ลอ็ก 

(Cloglog Link)

 จากการทบทวนวรรณกรรมข้างต้นจะเห็นว่า งานวิจัย

ที่ผ่านมามุ่งเน้นให้ความสนใจพารามิเตอร์ π แต่งานวิจัยที่

เกี่ยวข้องกับช่วงความเชื่อมั่นของ λ ซึ่งเป็นพารามิเตอร์หนึ่ง

ของ ZIP ยงัไม่มผีูศ้กึษา ในงานวจิยันีจ้งึสนใจทีใ่ช้แนวคดิการ

อนุมานทางสถิติที่ใช้ฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็น (Likelihood 

Function) เข้ามาช่วยในการหาช่วงความเชื่อมั่นของ λ เมื่อ 

π ไม่ทราบค่า

 แนวคดิของการอนมุานเชงิสถิตติามแนวคดิของ Fisher 

[16] นัน้ การอนมุานเชงิสถตินิัน้จะขึน้กบัฟังก์ชนัภาวะน่าจะเป็น 

เพียงอย่างเดียว สมมติให้ X1, X2, X3,..., Xn เป็นตัวอย่างสุ่ม 

จากการแจกแจงหนึ่งที่มีพารามิเตอร์ θ แล้วฟังก์ชันภาวะ

น่าจะเป็นเขียนแทนด้วย  โดยท่ีตัว

ประมาณแบบภาวะน่าจะเป็นสูงสุดของพารามิเตอร์ θ คือ 

 ที่ท�าให้ L(θ) มีค่าสูงที่สุดหรือ  = arg max L(θ) 

และมฟัีงก์ชนัอตัราส่วนภาวะน่าจะเป็น (Likelihood Ratio)  

เป ็น  ซ่ึ งจะท�าให ้    

และ  นอกจากนี้ ยังสามารถเขียนในรูปของล็อก

ฟังก์ชนัอตัราส่วนภาวะน่าจะเป็น ได้เป็น    

 ซึ่งจะท�าให้  และ 

 ฟังก์ชันอัตราส่วนภาวะน่าจะเป็นนี้ถูกน�ามาใช้

สร้างช่วงความเช่ือม่ันของ θ  โดย Fisher [16] ซึง่มนียิาม ดงันี้

  (2)

โดยที่ค่าคงที่ c เป็นค่าที่สามารถเลือกได้ ส่วนมากจะอาศัย

การแจกแจงเชิงเส้นก�ากับ (Asymptotic Distribution)  

ของสถิติ Wilk [17] ในการก�าหนด สถิติ Wilk นิยามดังนี้

  (3)

 ตวัแปรสุ่ม W ในสมการที ่(3) จะลู่เข้าสู่การแจกแจงเชิง

เส้นก�ากบั คอื การแจกแจงไคก�าลงัสองทีม่อีงศาเสรเีท่ากบั 1 

ดังนั้น หาก c มีค่าเท่ากับ  และเมื่อแทน

ลงในสมการที่ (2) จะได้ช่วงความเชื่อมั่นแบบสถิติอัตราส่วน

ภาวะน่าจะเป็นทีม่รีะดบัความเชือ่มัน่ (1 – α)100% ดงัแสดง

ในสมการที่ (4)

  (4)

 ส�าหรับการแจกแจง ZIP ที่ปรากฎในสมการที่ (1) มี

พารามิเตอร์ 2 ตัว ในขณะที่งานวิจัยนี้สนใจ λ มีพารามิเตอร์

ที่ไม่สนใจ คือ π วิธีหนึ่งที่นิยมในการก�าจัดพารามิเตอร์ที่ไม่

สนใจหรือพารามิเตอร์รบกวน (Nuisance Parameter) คือ 

การใช้ภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ (Profile Likelihood) ในที่นี้ 

สมมติสุ่มตัวอย่างขนาด n จาก ZIP สามารถเขียนล็อกของ

ฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นร่วมได้ดังนี้

 

  (5)

โดยที่ n0 แทน จ�านวนค่าสังเกตที่เท่ากับ 0 และเพื่อก�าจัด
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พารามิเตอร์ π จะต้องหาตัวประมาณแบบภาวะน่าจะเป็น 

สูงสุดของ π นี้ โดยที่ก�าหนดให้ λ เป็นค่าคงที่ สมมติว่าได้

ออกมาเป็น  ซึ่ง  จะมีเทอมของอีกพารามิเตอร์หนึ่ง (λ)  

ตดิอยู่ หลงัจากนัน้แทนค่า π ในสมการที ่(5) ด้วย  แล้วจะได้

  (6)

จะเหน็ว่า สญัลกัษณ์  แทน ลอ็กของฟังก์ชนัภาวะ 

น่าจะเป็นโพรไฟล์ดังแสดงในสมการที่ (6) และ  นี้ต่างจาก

ตวัประมาณแบบภาวะน่าจะเป็นสงูสดุ  ซึง่จะไม่ตดิเทอม

ของ λ 

 ฟังก์ชันอัตราส่วนภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ (Profile 

Likelihood Ratio) คือ อัตราส่วนของฟังก์ชันภาวะน่าจะ

เป็นโพรไฟล์ต่อฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ท่ีแทนค่า

พารามเิตอร์ทีส่นใจด้วยค่าประมาณภาวะน่าจะเป็นสงูสดุของ 

λ ด้วย  กล่าวคือ

  (7)

และมีล็อกของสมการที่ (7) เป็น  โดยที่ 

 และ  เนื่องจากฟังก์ชันภาวะ 

น่าจะเป็นโพรไฟล์ถกูมองว่าเป็นฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นอย่างหนึง่  

[18] จึงสามารถน�าไปใช้สร้างช่วงได้ตามสมการที่ (4)

 จากแนวความคดิทัง้หมดทีก่ล่าวตามข้างต้น งานวจิยันี ้

จึงมีวัตถุประสงค์หลักในการหาช่วงความเชื่อมั่นแบบภาวะ 

น่าจะเป็นโพรไฟล์ของ λ ในการแจกแจง ZIP ที่ไม่ทราบค่า

ของ π โดยจะแบ่งการศึกษาออกเป็น 2 ส่วน คือ ส่วนของ

ทฤษฎีที่พิสูจน์ด้วยหลักการทางคณิตศาสตร์และส่วนของ 

การศึกษาเชิงจ�าลอง (Simulation Study)

2. วัสดุ อุปกรณ์และวิธีการวิจัย

 เนือ่งจากช่วงความเชือ่มัน่ (1 – α)% แบบภาวะน่าจะเป็น 

โพรไฟล์เป็น 

  (8)

ในทางทฤษฎีจะพิสูจน์ ดังต่อไปนี้

1) ตวัประมาณของ λ ทีท่�าให้  หรือสมการที ่(6)  

มีค่าสูงสุดหรือ   

2) ก�าหนด  ขอบล่าง (Lower Limit)  

และขอบบน (Upper Limit) ของช ่วงความเช่ือม่ัน  

(L, U) หาได้จาก  และ  

 ตามล�าดับ ทั้งนี้ 0 ≤ L < U < ∞  

ดังแสดงในรูปที่ 1 

3) ขอบล่างและบนของช่วงความเชื่อมั่นจะหาได้ก็ต่อ

เมื่อ  และ  เท่ากับศูนย์ เพราะค่าของ

ฟังก์ชัน g(λ) ต้องต�่ากว่าค่าคงที่ c > 0 

และในการศึกษาเชิงจ�าลอง มีขั้นตอนดังนี้

1) จ�าลองประชากรขนาดใหญ่ N = 107 เสมือน ขนาด

อนันต์ที่ก�าหนด λ เป็นค่าต่างๆ เป็น 1, 3, 5, 7, 9 และ

พารามิเตอร์ π เท่ากับ 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9  จะได้กรณี

ที่เป็นไปได้ทั้งหมดของ (λ, π) เท่ากับ 25 แบบ โดยค่า π ที ่

ก�าหนดนัน้ครอบคลมุเกอืบทัง้ปรภิมูพิารามเิตอร์ (Parameter  

Space) ส�าหรับ λ ที่มีค่ามากกว่า 9 นั้น จะให้ผลที่มีความ

แตกต่างเพียงเล็กน้อยจากผลเมื่อ λ = 5, 7, 9 (ในภายหลัง 

จะเห็นว่า ค่า λ = 5, 7, 9 ให้ผลลัพธ์ใกล้เคียงกันแล้ว) 

2) ในแต่ละกรณีของประชากร จะสุ่มตัวอย่างขนาด n 

โดยที่ n เท่ากับ 10, 30, 50, 100 และ 200

3) จากตัวอย่างในแต่ละกรณีของ (λ, π, n) น�าไปหา

ช่วงความเชือ่มัน่แบบภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ 95% กระท�าซ�า้ 

รูปที่ 1 ขอบล่าง (L) และขอบบน (U) ของช่วงความเชือ่มัน่ 

(1 – α)100% ที่ได้จาก 

λ
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จ�านวน 10,000 รอบ

4) จากข้ันตอนที ่3 จะหาค่าประมาณของความน่าจะเป็น 

คุ้มรวม (Coverage Probability; CP) ได้จากสูตร

 

โดยท่ี [Li, Ui] แทนขอบล่างและบนของช่วงความเช่ือม่ัน 

ในรอบท่ี i, i = 1, 2, …, 10,000 และ I[Li, Ui](λ) = 1  

หาก λ ตกอยู่ในช่วง [Li, Ui] และเท่ากับศูนย์ในกรณีอื่นๆ 

ส�าหรับค่าประมาณความยาวช่วงโดยเฉลี่ย (Average 

Length; AL) ค�านวณจาก  

 

3. ผลการทดลอง

 ส�าหรับผลการศึกษาจะแบ่งเป็นเชิงทฤษฎีและเชิงการ

จ�าลอง สตูรทีใ่ช้ในการค�านวณช่วงความเชือ่มัน่แบบโพรไฟล์

จะแสดงในบทตั้ง 2 โดยอาศัยผลของบทตั้ง 1 และได้กล่าว

ถงึทฤษฎทีีใ่ช้ในการตรวจสอบว่า ช่วงความเชือ่มัน่ได้สามารถ

หาได้หรือไม่

3.1 ผลการศึกษาทางคณิตศาสตร์

 ในส่วนนี ้สามารถแสดงได้เป็นทฤษฎบีทและบทตัง้ ดงันี้

 บทตั้ง 1 ก�าหนดให้ x1, x2,..., xn เป็นตัวอย่างสุ่มขนาด 

n ที่สุ่มมาจากประชากรท่ีมีการแจกแจงปัวซงค่าศูนย์เฟ้อ 

ZIP(λ, π) โดยทีไ่ม่ทราบค่าพารามเิตอร์ λ และ π แล้วฟังก์ชนั

ภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์  ซึ่งมี  จะมี

ค่าสูงสุดเมื่อ λ เป็นรากของสมการ

  

 พิสูจน์ จากสมการที่ (5) เมื่อก�าหนดให้ λ เป็นค่าคงที่

แล้วหาอนุพันธ์เทียบกับ π จะได้

  

  

ให้  จะได้  ตามบทตั้ง และเมื่อแทน π 

ด้วย  ลงใน  จะได้

 โดยท่ี c1 และ c2 เป็นเทอมที่ไม่ติด λ และเมื่อให้ 

 จะได้

 

สมการข้างต้นไม่สามารถเขียนในรูปปิดได้ การหารากของ

สมการที่ไม่ใช่เชิงเส้นน้ีอาจท�าได้โดยง่ายหากเรียกใช้ฟังก์ชัน 

Uniroot.all ในไลบรารี RootSolve [19], [20] หารากของ

สมการโดยวธิขีอง Newton-raphson และให้รากของสมการ

แทนด้วยสัญลักษณ์  

 บทตั้ง 2 ก�าหนดให้ x1, x2,..., xn เป็นตัวอย่างสุ่มขนาด 

n ที่สุ่มมาจากประชากรที่มีการแจกแจงปัวซงค่าศูนย์เฟ้อ 

ZIP(λ, π) โดยที่ไม่ทราบค่าพารามิเตอร์ λ และ π ช่วงความ

เชือ่มัน่ (1 – α)% แบบภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ของ λ คอื เซต

ของค่า λ ที่สอดคล้องกับอสมการ
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โดยที่ 

 

 และมี  จาก

บทตั้งที่ 1

 พิสูจน ์จะหา  ก่อน ดังนี้

และ

จะได้ว่า

และมี

และจากสมการที่ (8) หรือ  เมื่อ

จัดรูปจะได้

  

ค�าตอบอสมการข้างต้นนี้สามารถแก้ได้ไม่ยาก ในภาคผนวก 

ได้แสดงฟังก์ชันในโปรแกรม R เพื่อหาค�าตอบอสมการ (ช่วง

ความเชื่อมั่นแบบโพรไฟล์)

 ทฤษฎบีท 1 ก�าหนดให้ x1, x2,..., xn เป็นตวัอย่างสุม่ขนาด 

n ที่สุ่มมาจากประชากรท่ีมีการแจกแจงปัวซงค่าศูนย์เฟ้อ  

ZIP(λ, π) โดยที่ไม่ทราบค่าพารามิเตอร์ λ และ π แล้ว

  และ 

เมื่อ  และ

  และ 

เมื่อ 

 พิสูจน์ พิจารณา

พิจารณาเทอมสุดท้ายในกรณีที่  จะได้ว่า

 

โดยกฎของโลปิตาล (L'Hôpital's Rule) จะได้ว่า

 

และ ในกรณี ที่   ห ากพิ จ า รณา เทอม 

 จะเห็นว่าลิมิตอยู่ในรูปแบบยังไม่

ก�าหนด (Indeterminate Form) ซึ่งเป็น 0/0 จึงใช้กฎของ

โลปิตาล ในที่นี้ก�าหนด  เมื่อหาอนุพันธ์อันดับที่ 

1, 2, 3, …,  สามารถเขียนรูปทั่วไปเป็น
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โดยที่ Ai, i = 1, 2, 3, …,  เป็นค่าคงที่ที่ไม่ขึ้นกับ 

λ และในท�านองเดียวกัน ก�าหนด  

เมื่อหาอนุพันธ์อันดับที่ k, k = 1, 2, 3, …,  โดยที่ 

 จะได้รูปทั่วไปซึ่งยังติดในเทอมของ e–λ และ 

1 – e–λ เท่านั้น โดยจะได้ g(k)(λ) =

 

โดยที่ Bi, i = 1, …, k และ Ci, i = 1, …, n – n0 เป็นค่าคงที่

ที่ไม่ขึ้นกับ λ จะสังเกตว่า เทอม

ขึ้นอยู่กับค่า k อย่างแฝง กล่าวคือ ถึงแม้ว่าค่า k ต่างกัน เช่น 

k และ k' จ�านวนพจน์ในผลรวมยังคงเท่ากันเท่ากับ n – n0 

เทอม แต่  และ  ไม่เท่ากัน และเช่นเดียวกันส�าหรับ 

 ที่มี  และ  มีค่าต่างกัน 

นอกจากนี้ หากแทน λ ใน g(k)(λ) ด้วยศูนย์จะได้

กล่าวคือ หากหาอนุพันธ์อันที่ k = (n – n0), ...,  จะ

มีแต่พจน์สุดท้ายของ g(k)(λ) ท่ีไม่ติด (1 – e–λ) จึงท�าให ้ 

g(k)(0) ≠ 0 ดังนั้น

 

และ

พจิารณาเทอม  จะเหน็ว่าลมิิตอยู ่

ในรูปแบบยังไม่ก�าหนด (∞/∞) ให้ r(λ) =  e(n – n0)λ แล้วเมื่อ

หาอนุพันธ์อันดับที่ 1, 2, 3, …,  จะสามารถเขียนใน

รูปทั่วไปได้เป็น

 

ดังนั้น

จากการพิสูจน์ข้างต้น จะได้ว่าขอบล่างและบนของช่วงใน

กรณีที่  > n – n0 จะสามารถหาค่าได้เสมอ เนื่องจาก 

 และ  หรอืมค่ีา λ ทีท่�าให้

สมการที ่(8) เป็นจรงิ (พจิารณารปูที ่1 ประกอบ) เพราะเส้นโค้ง  

 มีค่าที่ต�่ากว่า  ในทั้งสองด้าน

ส�าหรับทุกค่าของ α ในขณะที่  = n – n0 หรือข้อมูลที่

มีเพียงค่าสังเกตศูนย์และหนึ่งเท่านั้น เช่น (1,1,1,0,0,0,0,0) 

กรณีนี้  เท่ากับ n – n0 ซึ่งเท่ากับ 3 ขอบบนของช่วง

จะสามารถหาได้เสมอ แต่ขอบล่างจะถูกก�าหนดให้เท่า 0 

เนื่องจาก  (ไม่ได้ต�่ากว่า )  

ดงันัน้ ช่วงความเช่ือม่ันในกรณนีีจ้ะอยูใ่นรปูของ (0, U) โดยที่ 

U เป็นราก (เดียว) ของสมการ 

3.2 ผลการศึกษาเชิงการจ�าลอง

 ค่าประมาณความน่าจะเป็นคุ้มรวม (CP) และค่าความ

ยาวช่วงโดยเฉล่ีย (AL) ของช่วงความเช่ือม่ัน 95% ของ λ 

แสดงดังในตารางที่ 1 โดยภาพรวมพบว่า พารามิเตอร์ของ

การแจกแจงปัวซง (λ) และของการแจกแจงแบร์นูลลี (π) ส่ง
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ผลต่อทัง้ AL และ CP โดยเฉพาะเมือ่ตวัอย่างมขีนาดเลก็หรอื 

n = 10 แต่เมื่อ n ≥ 30 ค่าของ CP เข้าใกล้และมีค่ารอบๆ 

สมัประสทิธิค์วามเชือ่มัน่ 0.95 หากพจิารณาค่า AL จะเหน็ว่า 

ลดลงอย่างชัดเจนเมื่อขนาดตัวอย่างเพิ่มขึ้น

ตารางที่ 1 ค่าประมาณความน่าจะเป็นคุ้มรวม (ความยาวช่วง 

โดยเฉลี่ย) ของช่วงความเชื่อมั่น 95% ของ λ 

λ π 
n 

10 30 50 100 200

1

0.1
0.9367 
(1.9810)

0.9452 
(1.1580)

0.9501 
(0.9007)

0.9513 
(0.6383)

0.9500 
(0.4514)

0.3
0.9363 
(2.2581)

0.9449 
(1.3139)

0.9461 
(1.0234)

0.9488 
(0.7231)

0.9469 
(0.5119)

0.5
0.9459 
(2.6705)

0.9409 
(1.5615)

0.9448 
(1.2094)

0.9538 
(0.8551)

0.9474 
(0.6071)

0.7
0.9694 
(3.3131)

0.9389 
(2.0482)

0.9362 
(1.5606)

0.9472 
(1.1123)

0.9489 
(0.7839)

0.9
0.9766 
(4.0210)

0.9692 
(3.3071)

0.9528 
(2.7524)

0.9362 
(1.9328)

0.9447 
(1.3618)

3

0.1
0.9521 
(2.4829)

0.9532 
(1.4254)

0.9489 
(1.1036)

0.9525 
(0.7793)

0.9512 
(0.5514)

0.3
0.9480 
(2.8494)

0.9490 
(1.6225)

0.9529 
(1.2501)

0.9525 
(0.8839)

0.9502 
(0.6255)

0.5
0.9477 
(3.4413)

0.9503 
(1.9348)

0.9439 
(1.4879)

0.9486 
(1.0499)

0.9482 
(0.7407)

0.7
0.9554 
(4.4939)

0.9527 
(2.5335)

0.9462 
(1.9466)

0.9526 
(1.3587)

0.9478 
(0.9596)

0.9
0.9758 
(5.9990)

0.9512 
(4.4954)

0.9448 
(3.5245)

0.9538 
(2.4459)

0.9533 
(1.6788)

5

0.1
0.9466 
(2.9889)

0.9527 
(1.7202)

0.9488 
(1.3314)

0.9513 
(0.9412)

0.9483 
(0.6647)

0.3
0.9526 
(3.4352)

0.9498 
(1.9609)

0.9506 
(1.5145)

0.9497 
(1.0672)

0.9562 
(0.7541)

0.5
0.9465 
(4.1777)

0.9494 
(2.3335)

0.9464 
(1.7964)

0.9487 
(1.2674)

0.9490 
(0.8957)

0.7
0.9487 
(5.5346)

0.9498 
(3.0802)

0.9495 
(2.3467)

0.9496 
(1.6436)

0.9478 
(1.1586)

0.9
0.9378 
(7.6464)

0.9477 
(5.6078)

0.9494 
(4.3211)

0.9492 
(2.9202)

0.9499 
(2.0309)

λ π 
n 

10 30 50 100 200

7

0.1
0.9512 
(3.4857)

0.9525 
(2.0055)

0.9473 
(1.5526)

0.9488 
(1.0974)

0.9517 
(0.7759)

0.3
0.9459 
(4.0044)

0.9456 
(2.2858)

0.9498 
(1.7664)

0.9522 
(1.2463)

0.9508 
(0.8796)

0.5
0.9466 
(4.8846)

0.9506 
(2.7243)

0.9524 
(2.0980)

0.9494 
(1.4769)

0.9540 
(1.0423)

0.7
0.9470 
(6.5077)

0.9500 
(3.5889)

0.9489 
(2.7394)

0.9505 
(1.9148)

0.9520 
(1.3461)

0.9
0.9451 
(8.9833)

0.9489 
(6.9672)

0.9465 
(5.0270)

0.9484 
(3.4160)

0.9519 
(2.3609)

9

0.1
0.9474 
(3.9414)

0.9498 
(2.2675)

0.9519 
(1.7575)

0.9483 
(1.2409)

0.9525 
(0.8773)

0.3
0.9497 
(4.5200)

0.9495 
(2.5838)

0.9474 
(1.9970)

0.9518 
(1.4097)

0.9491 
(0.9953)

0.5
0.9534 
(5.5016)

0.9472 
(3.0753)

0.9476 
(2.3709)

0.9493 
(1.6721)

0.9488 
(1.1785)

0.7
0.9515 
(7.3131)

0.9519 
(4.0423)

0.9490 
(3.0967)

0.9503 
(2.1707)

0.9542 
(1.5276)

0.9
0.9541 

(10.1709)
0.9466 
(7.3892)

0.9493 
(5.6390)

0.9489 
(3.8761)

0.9487 
(2.6768)

หมายเหต:ุ ค่า AL อยู่ในวงเล็บ

 ค่าพารามิเตอร์ λ นี้จะมีผลต่อค่า CP ในลักษณะที่ว่า 

เมือ่ λ มค่ีาน้อยหรือ λ = 1 ค่าของ CP จะขึน้อยูกั่บพารามเิตอร์  

π ซึง่หากมค่ีาน้อยมาก (π = 0.1) หรอืสูงมาก (π = 0.9) ค่าของ  

CP ก็มีแนวโน้มที่จะแตกต่างจาก 0.95 มากขึ้น เช่น กรณีที่ 

ขนาดตวัอย่างเท่ากบั 10 และ π = 0.1 มค่ีา CP เท่ากับ 0.9367  

และค่า AL เท่ากับ 1.9810 แต่เมื่อ π = 0.9 มีค่า CP เท่ากับ 

0.9766 และค่า AL เท่ากับ 4.0210 นอกจากนี้ จะเห็นว่า 

AL มีแนวโน้มเพิ่มขึ้นชัดเจนเมื่อ π มีค่าสูงขึ้น เช่น กรณีที่ π  

มค่ีาน้อยกบั 0.1 และตวัอย่างขนาดเลก็เท่ากบั 10 เมือ่ λ = 5  

ค่า AL เท่ากับ 2.9889 และเมือ่  λ = 7 ค่า AL เท่ากบั 3.4857 แต่เม่ือ  

λ มีค่าเพิ่มสูงขึ้น ค่าของ π จะส่งผลกระทบต่อ CP น้อยมาก 

หรือไม่สามารถสังเกตเห็นได้ชัด เช่น กรณีที่ λ = 9 ในตัว

ตารางที่ 1 ค่าประมาณความน่าจะเป็นคุ้มรวม (ความยาวช่วง 

โดยเฉลีย่) ของช่วงความเชือ่มัน่ 95% ของ λ (ต่อ)
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ตัวอย่างขนาดเล็กเท่ากับ 10 เมื่อ π = 0.1 ค่า CP เท่ากับ 

0.9474 และเมือ่ π = 0.9 ค่า CP เท่ากบั 0.9541 ค่า CP ทัง้สอง 

กรณีนี้ใกล้ 0.95 ในขณะที่ค่าพารามิเตอร์ π แตกต่างกันมาก

4. การประยุกต์ใช้กับข้อมูลจริง

 จากข้อมูลองค์การอนามัยโลก (The World Health 

Organization) [21] จ�านวนผูเ้สยีชีวิตจาก COVID-19 รายวัน 

ตัง้แต่วนัที ่3 มกราคม 2563 ถึง 12 ตุลาคม 2563 รวม 284 วนั  

ในประเทศมาเลเซีย แสดงในดังรูปที่ 2 จะเห็นว่าค่าสังเกต

ที่มีค่าเท่า 0 นั้น มีค่าสูงกว่าท่ีจะมีการแจกแจงปัวซงแบบ

ธรรมดาได้ เมื่อหาค่าประมาณแบบภาวะน่าจะเป็นสูงสุด  

จะได้ว่า  = 1.7176 และ  = 0.6779 หากน�าไปประมาณ

ค่าความน่าจะเป็นแล้วเปรียบเทียบกบัสดัส่วนจากข้อมลูจรงิ 

ดงัแสดงในรูปที ่3 พบว่า สดัส่วนของจ�านวนวนัทีไ่ม่มผู้ีเสยีชีวติ  

(0.7359) ในข้อมูลจริงใกล้เคียงกับ P(X = 0) = 0.678 + 

0.322e–1.718 = 0.7359 (ค่าประมาณมีความถูกต้องมากถึง

ทศนยิมต�าแหน่งท่ี 4) ส�าหรบัค่าประมาณ P(X = x), x = 1,...,7 

แตกต่างเลก็น้อยเมือ่เทยีบกบัข้อมลูจรงิ และเมือ่ค�านวณช่วง

ความเชื่อมั่น 95% แบบภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ส�าหรับ λ  

จะได้เป็น (1.3968, 2.076849) ซึง่มคีวามยาวของช่วงเท่ากบั 

0.68 ในกรณีนี้ หากท�าการจ�าลองจ�านวน 10,000 รอบ  

ขนาดตัวอย่างเท่ากับ 284 จาก ZIP(λ = 1.717, π = 0.678) 

พบว่า CP เท่ากับ 0.9488 และ AL เท่ากับ 0.6828 ซึ่งใกล้

เคียงกับ AL ของช่วงที่ค�านวณจากข้อมูลจริงมาก จึงท�าให้

มั่นใจว่า ผลการศึกษาในตารางที่ 1 สามารถน�าไปใช้ได้จริง

5. สรุป

 การน�าฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์มาใช้ในการหา

ช่วงความเชือ่มัน่แบบภาวะน่าจะเป็นของ λ นัน้ โดยภาพรวม 

ช่วงท่ีได้มีประสิทธิภาพดีเนื่องจากความน่าจะเป็นคุ้มรวม 

(CP) ที่ได้จากการศึกษาเชิงจ�าลองนั้นมีค่าไม่ห่างจาก 0.95 

ค่า CP ที่น้อยสุดและมากที่สุดเป็น 0.9362 และ 0.9766 

ตามล�าดบั ซึง่เกดิในกรณทีีป่ระชากรมค่ีาม ีλ ค่าน้อย (λ = 1)  

และเมือ่ศกึษาเพิม่เตมิในกรณน้ีีซึง่มปีระชากรเป็น ZIP(λ = 1,  

π = 0.1) และ n เท่ากับ 2, 3, …, 200 ดังแสดงในรูปที่ 4  

เมือ่ n เพิม่ขึน้โดยประมาณเท่ากบั 25 ค่า CP จะมค่ีาไม่แกว่ง

ขึน้ลงห่างจาก 0.95 มากนกั และเป็นขนาดตวัอย่างทีต่�า่ทีส่ดุ

รูปที่ 2 ผู้เสียชีวิตจาก COVID-19 ในประเทศมาเลเซีย รูปที่ 3 เปรียบเทียบสัดส่วนผู้เสียชีวิตจาก COVID-19 ใน

ประเทศมาเลเซียจากข้อมูลจริงและจากตัวแบบ 

รูปที่ 4 ค่าประมาณความน่าจะเป็นคุ้มรวมของช่วงความ 

เชื่อมั่น 95% ของ λ ส�าหรับ ZIP(λ = 1, π = 0.1) 

เมื่อ n = 2, 3, 4, ..., 200   
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ทีห่ลงัจากนี ้ค่า AL จะลดลงอย่างช้าๆ ดงัแสดงในรปูที ่5 หาก

ขนาดตัวอย่างน้อยมากๆ (n < 5) ค่า CP มีค่าสูงเข้าใกล้ 1 

และมีค่า AL สูงมากถึง 4 โดยประมาณ

 ส�าหรบั ZIP ทีม่ค่ีาพารามเิตอร์ λ ≥ 3 ค่า CP  จะเข้าใกล้  

0.95 ถงึแม้ตวัอย่างจะมขีนาดเลก็มาก (n = 10)  และแทบไม่ขึน้ 

กับค่าของ π ซึ่งเป็นพารามิเตอร์ที่แสดงค่าศูนย์เฟ้อ ดังนั้น 

หากในการวิเคราะห์ข้อมูลจริงพบว่า ค่าประมาณแบบจุด

ของ λ มีค่าสูง (มากกว่า 3) ผู้วิเคราะห์สามารถมั่นใจในช่วง 

ความเชื่อมั่นที่น�าเสนอนี้ได้

 โดยสรปุ จากการศกึษาเชงิคณติศาสตร์พบว่า ช่วงความ

เช่ือมั่นแบบภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ท่ีน�าเสนอสามารถหาทั้ง

ขอบล่างและบนได้หาก  > n – n0 และในการศึกษาเชิง

จ�าลองพบว่า ช่วงที่ได้มีประสิทธิภาพและสามารถน�าไปใช้ได้

จริงในหลายสถานการณ์ท่ีแม้ตัวอย่างจะมีขนาดเล็ก หรือ

พารามิเตอร์ของแบร์นูลลีมีค่าน้อย/มาก

 ข้อเสนอแนะในการศกึษาต่อไป กรณทีีข้่อมลูจ�านวนนบั

มีศูนย์เฟ้อและมีความสัมพันธ์กัน (Correlated Data) อาจ

เกิดขึ้นได้ในข้อมูลช่วงยาว (Longitudinal Data) ซึ่งมีความ

ซบัซ้อนในเชงิทฤษฎ ียงัไม่มงีานวจิยัทีเ่กีย่วข้องการประมาณ

ค่าแบบช่วงและการทดสอบสมมตฐิานส�าหรบัพารามเิตอร์ p 

และ λ ในบริบทของฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น จึง

เป็นประเดน็หนึง่ทีน่่าสนใจ ส�าหรบัในบรบิทของการวเิคราะห์

การถดถอยสามารถอ่านได้จาก Zhang และคณะ [22] 
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ภาคผนวก โปรแกรม R 

Like.Pro.CI <- function(dat){

  n0 <- sum(dat == 0)

  n <- length(dat)

  n1 <- n – n0

  dat.pos <- dat[which(dat > 0)]

  pro.llike <- function(lambda){

    ps r0 <- (n0 – n*exp(-lambda))/(n – n*exp(-lambda))

    n0*log(ps r0 + (1 – ps r0)*exp(-lambda)) +

       (n – n0)*log(1 – ps r0) – lambda*(n – n0)+

       log(lambda)*sum(dat.pos) – sum(log(factorial(dat.pos)))

  }

  solution <- maxLik(pro.llike, s art = c(lambda = 1), method = “SANN”)

  point <- solution$es imate

  K1 <- ((n-n0)*log(1-exp(-point))) + ((n-n0)*point) -   

        (sum(dat.pos)*log(point)) + (qchisq(0.95, df = 1)/2)

  K2 <- sum(dat.pos)

  K3 <- (n0 - n)

  fun.1 <- function(x) K1 + K2*log(x) + K3*(log(1-exp(-x))+x)

  solution <- uniroot.all(fun.1, c(0.0001, 30), tol = 1e-10)

  return(solution)

}


