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บทคัดย่อ

บทความนีน้�าเสนอการวเิคราะห์การสั�นอสิระแบบสมมาตรและแบบปฏสิมมาตรตามแนวแกนของโครงสร้างเปลอืกบาง 

ไร้แรงดัดรป้ทรงห่วงยางภายใต้แรงดนัภายใน รป้ทรงเรขาคณติของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดดัรป้ทรงห่วงยางภายใต้แรงดนั 

ภายในจะสามารถค�านวณได้จากหลกัการของเรขาคณิตเชงิอนพัุนธ์ การสร้างฟังก์ชนัพลงังานของระบบโครงสร้างเปลอืกบาง 

ไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายในจะอาศัยหลักการของงานเสมือนในเทอมของค่าการเสียร้ปและใช้วิธีไฟไนต์ 

เอลิเมนต์ในการค�านวณหาค่าความถี�ธรรมชาติและโหมดการสั�นอิสระแบบสมมาตรและแบบปฏิสมมาตรตามแนวแกน  

ผู้ลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขที�แสดงค่าความถี�ธรรมชาติและโหมดการสั�นอิสระแบบสมมาตรและแบบปฏิสมมาตรตามแนวแกน 

ของโครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดัร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดนัภายในที�เกดิจากการเปลี�ยนแปลงผู้ลของความหนาและแรงดนั 

ภายในภายใต้ค่าพารามิเตอร์ของความเค้นคงที� ความยาวรัศมีของหน้าตัด แรงดันภายใน และมอดุลัสยืดหยุ่นของโครงสร้าง 

ได้น�าเสนอในบทความนี ้จากผู้ลการศกึษาพบว่า โหมดการสั�นของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดดัร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดนั 

ภายในจะประกอบไปด้วยโหมดการสั�นแบบสมมาตรตามแนวแกนและแบบปฏิสมมาตร 
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ไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายใน เรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ ความถี�ธรรมชาติ
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Abstract

This paper presents the axisymmetric and antisymmetric free vibrations analysis of inflated  

toroidal membrane. The geometry of the inflated toroidal membrane can be computed from differential  

geometry. The energy functional of inflated toroidal membrane is written in terms of displacements  

from the principle of virtual work. Natural frequencies and corresponding axisymmetric and  

antisymmetric mode shapes can be obtained by finite element method. The effects of thickness  

and internal pressure under constant prestress parameter, cross-sectional radius, internal pressure,  

and elastic modulus on the axisymmetric and antisymmetric free vibrations of the inflated toroidal  

membrane are presented in this paper. The results indicate that the mode of the vibration of the  

inflated toroidal membrane consists of axisymmetric and antisymmetric mode shapes.

Keywords: Axisymmetric Free Vibration, Antisymmetric Free Vibration, Inflated Toroidal Membrane,  

Differential Geometry, Natural Frequency
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1. บทน�ำ

 โครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต ้

แรงดันภายในเป็นโครงสร้างที�มีความส�าคัญต่ออุตสาหกรรม 

หลากหลายแขนงโดยเฉพาะอย่างยิ�งในภาคอุตสาหกรรม 

ปิโตรเคมี เช่น ถังบรรจุปิโตรเลียมเหลว หรือท่อยืดลมร้อน  

[1]–[4] เนื�องจากโครงสร้างประเภทดงักล่าวจะเป็นโครงสร้าง 

ที�สามารถรับแรงดันภายในได้ส้ง ซึ�งแรงดันภายในจะท�าให้ 

โครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางมีเสถียรภาพ 

สามารถน�าไปใช้งานได้อย่างปลอดภัย เช่น ยางรถยนต์หรือ 

เครื�องบินได้ อย่างไรก็ตาม ในการออกแบบโครงสร้าง 

เปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายในนั้น  

จ�าเป็นจะต้องพิจารณาถึงพฤติกรรมทางด้านพลศาสตร์  

เนื�องจากการใช้งานโครงสร้างดงักล่าวอาจจะเกดิแรงกระท�า 

แบบพลศาสตร์ที�มีการเปลี�ยนแปลงตามเวลา เช่น การ 

สั�นสะเทือนที�เกิดจากการท�างานของเครื�องจักรในโรงงาน 

อุตสาหกรรมปิโตรเคมี ดังน้ันค่าความถี�ธรรมชาติและ 

โหมดการสั�นของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรง 

ห่วงยางภายใต้แรงดันภายในจึงเป็นค่าที�มีความส�าคัญ 

อย่างยิ�งในการน�ามาพิจารณาในขั้นตอนของการออกแบบ 

โครงสร้างดังกล่าว เพื�อป้องกันความเสียหายเนื�องจากการ 

สั�นพ้องจนท�าให้โครงสร้างเกิดความเสียหายจนไม่สามารถ 

น�าไปใช้งานต่อได้

 งานวิจัยที�เกี�ยวข้องกับการสั�นอิสระของโครงสร้าง 

เปลือกบางร้ปทรงห่วงยางในกรณีที�ปราศจากแรงดันภายใน 

ได้เริ�มต้นจากงานวิจัยของ Leung และ Kwok [5], Ming  

และคณะ [6], Wang และ Redekop [7] และ Kang [8]  

ในขณะที�การวเิคราะห์การสั�นอสิระของโครงสร้างเปลอืกบาง 

รป้ทรงห่วงยางภายใต้แรงดนัภายในได้เริ�มต้นมาจากงานวจิยั 

ของ Federhofer [9] ซึ�งได้ท�าการศึกษาพฤติกรรมการสั�น 

แบบสมมาตรตามแนวแกนของโครงสร้างเปลือกบางร้ปทรง 

ห่วงยางภายใต้แรงดันภายในโดยมีสมมติฐานว่าความยาว 

รัศมีของร้ปหน้าตัดทรงห่วงยางมีค่าน้อยมากเมื�อเทียบกับ 

ความยาวรัศมีจากแกนหมุนถึงจุดศ้นย์กลางของร้ปหน้าตัด 

ทรงห่วงยาง จากนัน้ Liepins [10] ได้เสนอการวิเคราะห์การ 

สั�นอิสระของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยาง 

ภายใต้แรงดันภายในโดยใช้วิธีไฟไนต์ดิฟเฟอเรนต์ ต่อมาได้ 

เพิ�มเทอมของค่าความแข็งแกร่งเนื�องจากผู้ลของการดัดใน 

สมการควบคุม (Governing Equation) ในงานวิจัยของ  

Liepins [11] หลังจากนั้น Fang [12] ได้สร้างสมการส�าหรับ 

การวิเคราะห์การสั�นอิสระของโครงสร้างเปลือกบางส�าหรับ 

บรรจุของเหลวชนิดบีบอัดตัวไม่ได้โดยอาศัยหลักการทฤษฎ ี

เชลล์ของ Love โดยเปรียบเทียบค่าความถี�ธรรมชาติ และ 

โหมดการสั�นกับกรณขีองโครงสร้างเปลอืกบางรป้ทรงห่วงยาง 

ที�ไม่ได้บรรจุของเหลวในงานวิจัยของ Kosawada และคณะ  

[13] ต่อมา Jha และคณะ [14] ได้ประยุกต์ใช้ทฤษฎีเชลล ์

ของ Sander ในการหาค่าความถี�ธรรมชาตแิละโหมดการสั�น 

ของโครงสร้างเปลอืกบางรป้ทรงห่วงยางภายใต้แรงดนัภายใน 

และใช้วิธีของกาเลอร์คิน (Galerkin’s Method) ในการหา 

ค�าตอบโดยการเปรียบเทียบกับงานวิจัยของ Liepins [10]

 จากงานวิจัยที�ผู้ ่านมาในอดีตจะพบว่า การศึกษา 

พฤติกรรมการสั�นอิสระของโครงสร้างเปลือกบางร้ปทรง 

ห่วงยางจะมุ ่งเน้นในกรณีที�ใช้หลักการของทฤษฎีเชลล์  

(Shell Theory) ซึ�งทฤษฎีดังกล่าวจะรวมผู้ลของพลังงาน 

ความเครียดจากแรงดัดและแรงดึง ในขณะที�โครงสร้าง 

เปลือกบางที�มีค่าความหนาของโครงสร้างน้อยมากเมื�อ 

เทียบกับความยาวรัศมีของร้ปหน้าตัดทรงห่วงยางของ 

โครงสร้างเปลือกบางจะมค่ีาพลังงานความเครยีดจากแรงดดั 

น้อยมาก ดังนั้นจึงสามารถใช้ทฤษฎีเมมเบรน (Membrane  

Theory) แทนได้ โดยจะคิดเฉพาะเทอมของพลังงาน 

ความเครียดจากแรงดึงเท่านั้น โดยที�โครงสร้างดังกล่าวนี ้

จะเรียกว่าโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด ซึ�งการวิเคราะห ์

การสั�นอิสระของโครงสร ้างเปลือกบางโดยใช ้ทฤษฎี 

เมมเบรนจะสามารถพบได้จากงานวิจัยของ Liepins [10],  

วีรพันธุ์ [15], [16], วีรพันธุ์ และสมชาย [17], [18] ดังน้ัน  

วัตถุประสงค์ของงานวิจัยในคร้ังน้ีคือ เพื�อศึกษาพฤติกรรม 

การสั�นอิสระของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรง 

ห่วงยางภายใต้แรงดันภายในโดยปราศจากเงื�อนไขขอบเขต  

(Free Boundary Condition) ซึ�งจะเป็นการพัฒนาจาก 

งานวิจัยของคมกรและคณะ [19] ที�ท�าการศึกษาเกี�ยวกับ 

พฤติกรรมการสั�นอิสระของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด 
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แบบครึ�งใบร้ปทรงห่วงยาง การค�านวณหาร้ปทรงเรขาคณิต 

ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้ 

แรงดันภายในจะอาศัยหลักการของเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์  

[20] การเขียนฟังก ์ ชันพลังงานของระบบโครงสร ้าง 

เปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายใน 

จะอาศัยหลักการของงานเสมือน [21] ในเทอมของค่า 

การเสียร้ปและใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ [22] ในการค�านวณ 

หาค่าความถี�ธรรมชาติและโหมดการสั�น

2. วัสดุ อุปกร์และวิธีกำรวิจัย

 วิธีการวิจัยในบทความนี้จะประกอบไปด้วยสมมติฐาน 

ที�ใช้ในการวิเคราะห์ แบบจ�าลองโครงสร้าง ความสัมพันธ ์

ระหว่างความเครียดกับการเสียร้ป พลังงานความเครียด 

ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด พลังงานศักย์ของแรงดัน 

ภายใน งานเสมอืนเนื�องจากแรงเฉื�อย ผู้ลรวมของงานเสมอืน  

และสุดท้ายจะเป็นการแก้ปัญหาเชิงตัวเลขโดยใช้วิธีไฟไนต ์

เอลิเมนต์ ดังต่อไปนี้

2.1 สมมติฐำนที่ใช้ในกำรวิเครำะห์

 2.1.1 โครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยาง 

ภายใต้แรงดนัภายในจะมหีน้าตดัเป็นรป้วงกลมที�มคีวามยาว 

รัศมีคงที�

 2.1.2  ความหนาของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด 

จะมีค่าคงที�โดยไม่มีการเปลี�ยนแปลงท้ังก่อนและหลัง 

การสั�น

 2.1.3  แรงดันภายในมีค่าคงที�ไม่มีการเปลี�ยนแปลง 

ขณะเกิดการสั�นของโครงสร้าง 

 2.1.4 วัสดุของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดมีสมบัติ 

ยืดหยุ่นแบบเชิงเส้น (Linearly Elastic Material)

2.2 แบบจ�ำลองโครงสร้ำง

 โครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต ้

แรงดันภายในจะมีร้ปทรงเรขาคณิตดังแสดงในร้ปที� 1 โดย 

ก�าหนดให้ (X, Y, Z) เป็นระบบพิกัดฉาก (Rectangular  

Coordinate) และ (  )      เป็นเวกเตอร์หนึ�งหน่วยที�มีทิศทาง 

S

D

R

D

รูปที่ 1 ร้ปทรงเรขาคณิตที�สภาวะอ้างอิง

ตามแนวแกนในระบบพิกัดฉาก ซึ�งจะสามารถนิยามได้จาก 

สมการที� (1)–(3)

   (1)

   (2)

  (3)

เมื�อ a คือ ความยาวรัศมีของร้ปหน้าตัดทรงห่วงยาง c คือ 

ความยาวรัศมีจากแกนหมุนถึงจุดศ้นย์กลางของร้ปหน้าตัด 

ทรงห่วงยาง และ (θ, φ) คือ ค่าพารามิเตอร์ของพื้นผู้ิวที�วัด 

ตามแนวเส้นพกิดัเมอร์รเิดยีนและลองจจ้ิด ตามล�าดบั ดงันัน้ 

เวกเตอร์ระบุต�าแหน่งบนพื้นผู้ิวอ้างอิงที�จุด P ซึ�งจะสามารถ 

นิยามได้ด้วยสมการที� (4)

  (4)

จากร้ปที� 2 จะเห็นได้ว่าเมื�อโครงสร้างเกิดการเสียร้ปจะท�าให้ 

พื้นผู้ิวอ้างอิงที�สภาวะอ้างอิงเคลื�อนที�ไปยังต�าแหน่งใหม่ 

ที�เวลา t ใดๆ ดังน้ันเวกเตอร์ระบุต�าแหน่งบนพ้ืนผิู้วหลัง 

การสั�นที�ต�าแหน่งเดียวกันจะนิยามได้ด้วยสมการที� (5)

  (5)
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S
U

S

S

รูปที่ 2 เวกเตอร์ระบุต�าแหน่ง

เมื�อ       คือ เวกเตอร์การเคลื�อนที� (Displacement  

Vector) สามารถนิยามได้ดังสมการที� (6)

  (6)

เมื�อ u, v และ w คือ ค่าการเสียร้ปตามแนวเส้นเมอร์ริเดียน 

แนวเส้นลองจจ้ิด และแนวต้ังฉากกับเส้นเมอร์รเิดยีน ตามล�าดบั  

แต่เนื�องจากเป็นปัญหาของโครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดัที�ม ี

ความสมมาตร โดยที�ตวัห้อย (θ, φ) คอื การอนพุนัธ์ย่อยตาม 

แนวระบบพิกัดของโครงสร้างนั�นคือ  และ 

 ตามล�าดับ ดังนั้นเทอมของ  ใน 

สมการที� (6) จะมค่ีาเป็นศ้นย์ ส�าหรบัค่าความเรว็และความเร่ง 

ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดจะสามารถหาได้โดยการ 

อนพุนัธ์สมการที� (6) เทยีบกบัเวลาจะได้สมการที� (7) และ (8)

  (7)

  (8)

ในที�น้ี ( • ) คือการอนุพันธ์ย่อยเทียบกับเวลา t จากหลักการ 

ของเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ (Differential Geometry) [20]  

จะได้ร้ปแบบของพ้ืนฐานอันดับหนึ�ง (First Fundamental  

Form) ของพ้ืนผิู้วที�สภาวะอ้างอิง (Reference State) และ 

พ้ืนผิู้วที�สภาวะการสั�น (Vibrated State) ซึ�งสามารถนิยาม 

ได้ในเทอมของความยาวของช้ินส่วน ds และ ds* ตามล�าดับ  

ดังแสดงในสมการที� (9)–(10) 

 (9)

 (10)

เ มื� อ   แ ล ะ   คื อ เ ม ต ริ ก 

เทนเซอร์ (Metric Tensor) ที�พ้ืนผิู้วที�สภาวะอ้างอิง ถ้า 

ก�าหนดให้  เป็นเวกเตอร์หนึ�งหน่วยในแนวต้ังฉากกับพ้ืนผิู้ว 

อ้างอิงจะสามารถหาได้ดังสมการที� (11)

 (11)

เมื�อ                    และเนื�องจาก    

ซึ�งจะท�าให้ได้ร้ปแบบของพ้ืนฐานอันดับสอง (Second  

Fundamental Form) ของพื้นผู้ิวอ้างอิงดังสมการที� (12)

  (12)

เมื�อ               และ       คือเมตริก 

ความโค้ง (Metric Curvature) ที�พื้นผู้ิวที�สภาวะอ้างอิง 

2.3 ควำมสัมพัันธ์ระหว่ำงควำมเครียดกับกำรเสียรูป

 ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการเสียร้ปจะ 

สามารถนิยามความเครียดแบบโททอลลากรองจ์ (Total  

Lagrangian Strains) ดังสมการที� (13)

  (13)

โดยที� ε0 และ ε คือ ค่าความเครียดเริ�มต้นแบบออยเลอร์  
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(Initial Eulerian Strains) และค่าความเครียดส่วนเพิ�ม  

(Added Strains) ตามล�าดับ สามารถนิยามได้ดังสมการที�  

(14)–(17)

    (14)

    (15)

  (16)

  (17)
 
และ [T] คือ เมตริกในแนวทแยงระหว่างช้ินส่วนกับวัสดุ  
(Diagonal Material-Element Matrix) ซึ�งสามารถเขียนได ้
ดังสมการที� (18)

  (18)

2.4 พัลงังำนควำมเครยีดของโครงสร้ำงเปลอืกบำงไร้แรงดดั
 พลงังานความเครยีดของโครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดั 
ที�มีคุณสมบัติยืดหยุ่นแบบเชิงเส้นทั�วไป สามารถแสดงได้ดัง 
สมการที� (19)

    (19)

เมื�อ h คือ ความหนาของโครงสร้าง และ  คือ เมตริก 
สมบัติของวัสดุโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด ซึ�งสามารถ 
เขียนได้ดังสมการที� (20)

  (20)

เมื�อ  คือ มอดุลัสยืดหยุ่น, μ คือ อัตราส่วนปัวซง และ  

D0 สามารถนิยามได้ดังสมการที� (21) 

  (21)

ดังน้ันเมื�อแทนค่าสมการที� (13), (20) และ (21) ลงในสมการ 
ที� (19) จะได้ดังสมการที� (22)

    (22)

เมื�อ [C] คือ เมตริกสมบัติของวัสดุโครงสร้างเปลือกบาง 
ไร้แรงดัดที�อ้างอิงจากสภาวะเริ�มต้นปราศจากความเครียด  
(Initial Unstrained State) สามารถนิยามได้ดังสมการที�  
(23) 

    (23)

จากสมการที� (22) สามารถจัดร้ปใหม่ ซึ�งจะท�าให้ได้ค่าการ 
แปรผู้ันของพลังงานความเครียดของโครงสร้างเปลือกบาง 
ไร้แรงดัดดังสมการที� (24)

    (24)

เ มื� อ   และ  สามารถนิยามได ้ จากสมการที�  
(25)–(27)

    (25)

    (26)

    (27)

เมื�อ  คือ ค่าของเวกเตอร์ของค่าความเครียดที�เพิ�มข้ึน 
ในเทอมของเมตริกเทนเซอร์และเมตริกความโค้ง โดยที� 
ก�าหนดให้         และ         ดังสมการที� (28) – (29)

    (28)

    (29)
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2.5 พัลังงำนศัักย์ของแรงดันภำยใน
 เนื�องจากแรงดันภายในที�กระท�าต่อโครงสร้างเป็นแรง 
กระท�าแบบติดตามการเสียร้ป ซึ�งสามารถพิจารณาเป็นแรง 
แบบอนุรักษ์ (Conservative Force) ดังน้ันพลังงานศักย์ของ 

แรงดันภายในสามารถค�านวณได้ดังสมการที� (30)
 

  (30)
 

เมื�อ  และ  คอื ปรมิาตรช่องว่างภายในของพืน้ผู้วิโครงสร้าง 

เปลือกบางที�สภาวะอ้างอิงและสภาวะการสั�นตามล�าดับ  

นั�นคอื  และ  และ p0 คอื แรงดนั 

ภายในคงที� เมื�อแทนค่าจากสมการที� (4) และ (5) ลงไปใน 

สมการที� (30) จะได้ค่าการแปรผัู้นของพลังงานศักย์ของ 

แรงดันภายในดังสมการที� (31) 

  (31)

เมื�อ  คือ เวกเตอร์ของปริมาตรที� 

เปลี�ยนแปลง ซึ�งสามารถนิยามได้ดังสมการที� (32) – (35)

  (32)

    (33)

    (34)

    (35)

2.6 งำนเสมือนเนื่องจำกแรงเฉื่อย

 งานเสมอืนเนื�องจากแรงเฉื�อยของโครงสร้างเปลือกบาง 

ไร้แรงดัดจะค�านวณได้จากสมการที� (36)
 

    (36)
 

เมื�อ  คือ ความหนาแน่นของวัสดุโครงสร้างเปลือกบาง 

ไร้แรงดัด และ (ӥ, ẅ) คือ องค์ประกอบส�าหรับเวกเตอร์ 

ความเร่งของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด

รูปท่ี 3 ช้ินส่วนย่อยทั�วไปและระยะพิกัดของโครงสร้าง

2.7 ผลรวมของงำนเสมือน

 ผู้ลรวมของงานเสมอืน [21] ของระบบโครงสร้างเปลอืก 

บางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายในที�สภาวะ 

สมดุล (δ π = 0) จะค�านวณได้ดังสมการที� (37)

  (37)

แทนค่าจากสมการที� (24), (31) และ (36) ลงในสมการที� (37)  

จะได้ดังสมการที� (38)

 (38)

2.8 วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

 จากผู้ลรวมของงานเสมอืนของระบบโครงสร้างเปลอืก 

บางไร้แรงดดัร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดนัภายในดงัแสดงใน 

สมการที� (38) พบว่า ไม่สามารถค�านวนหาผู้ลเฉลยแบบแม่น 

ตรงได้เนื�องจากสมการดังกล่าวประกอบไปด้วยเทอมไร้มิต ิ

ค่อนข้างส้งจ�าเป็นต้องแก้ปัญหาโดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  

[22] เพื�อหาค�าตอบเชิงตัวเลขของค่าความถี�ธรรมชาติและ 

โหมดการสั�น โดยท�าการแบ่งโครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดัดร้ป 
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ทรงห่วงยางออกเป็นช้ินส่วนย่อยตามแนวพิกัด θ ดังแสดง 

ในร้ปที� 3 

 เมื�อท�าการพิจารณาชิ้นส่วนใดๆ จะได้ค่าการประมาณ 

ค่าการเสยีรป้ในแนวสมัผู้สัและแนวตัง้ฉากกับเส้นเมอร์รเิดยีน  

u และ w โดยใช้ฟังก์ชันโพลีโนเมียลอันดับสาม (Cubic  

Polynomial) ดังสมการที� (39) 

  (39)

เมื�อ  คือ เวกเตอร์การเคลื�อนที�ที�จุดต่อ  คือ เวกเตอร ์

ของดีกรีอิสระที�จุดต่อ และ  คือเมตริกฟังก์ชันร้ปร่าง 

โพลีโนเมียลอันดับที�สาม ดังน้ันเมื�อแทนค่าสมการที� (39)  

ลงไปในสมการที� (38) จะได้ดังสมการที� (40)

 (40)

ในที�นีจ้ะเหน็ได้ว่าดกีรอีสิระของเอลิเมนต์ (Element Degree  

of Freedom)  เหมอืนกับดกีรอีสิระรวม (Global Degree  

of Freedom)  ดังนั้นผู้ลรวมของงานเสมือนส�าหรับ 

ระบบโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดสามารถรวมได้โดยตรง 

โดยใช้สมการที� (41) ซึ�งแสดงได้ดังนี้ 

  (41)

เมื�อ [M] คือ เมตริกมวลของโครงสร้าง [K] คือ เมตริก 

สติฟเนสของโครงสร้าง [F] คือ เวกเตอร์ของแรงรวม {F}  

และ  คือ เวกเตอร์การเคลื�อนที�ของโครงสร้าง และ   

คือ เวกเตอร์ความเร่งของโครงสร้าง ซึ�งจะมีค่าดังสมการที�  

(42)–(44)

    (42)

    (43)

    (44)

 จากสมการที� (41) จะค�านวณหาค่าความถี�ธรรมชาต ิ

ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้ 

แรงดันภายในโดยก�าหนดให้ {F} มีค่าเป็นศ้นย์ ซึ�งจะเป็น 

การสั�นอสิระแบบสมมาตรของโครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดั 

รป้ทรงห่วงยางภายใต้แรงดนัภายใน ดงันัน้สมการที� (41) จะ 

เขยีนเป็นสมการลกัษณะเฉพาะ (Characteristic Equation)  

เป็นปัญหาค่าเจาะจง (Eigenvalue Problem) ดังสมการที�  

(45)

  (45)

เมื�อ ωn คือ ความถี�ธรรมชาติ (Natural Frequency)  

3. ผลกำรทดลองและอภิปรำยผล

 การศึกษาพฤติกรรมการสั�นอิสระของแบบจ�าลอง 

โครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดัน 

ภายในได้ถ้กพัฒนาข้ึนโดยใช้หลักการของงานเสมือนและ 

วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการค�านวณหาผู้ลลัพธ์เชิงตัวเลขของ 

ค่าความถี�ธรรมชาติและโหมดการสั�นที�เกิดข้ึน ส�าหรับโครงสร้าง 

เปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางที�มีคุณสมบัติตามตารางที� 1  

ซึ�งจ�าเป็นจะต้องท�าการตรวจสอบความถก้ต้องของโปรแกรม 

โดยเริ�มต้นจากการทดสอบผู้ลการค�านวณค่าพารามิเตอร์ 

ความถี�ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยาง 

ภายใต้แรงดนัภายในเพื�อหาจ�านวนของชิน้ส่วนย่อยที�เหมาะสม 

ดังสมการที� (46)

  (46)

เมื�อ η คอื อตัราส่วนความยาวรศัมขีองรป้หน้าตัดทรงห่วงยาง 

ต่อความยาวรศัมจีากแกนหมนุถงึจดุศน้ย์กลางของรป้หน้าตดั 

ทรงห่วงยางซึ�งจะสามารถนิยามได้ดังสมการที� (47)
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  (47)

ตารางที่ 1 	ข้อมูลและสมบัติที่ใช้ในการวิเคราะห์

รายการ ปริมาณ

ความยาวรัศมีจากแกนหมุนถึงจุดศูนย์กลางของ

รูปหน้าตัดทรงห่วงยาง	(c)

7.5	เมตร

ความยาวรัศมีของรูปหน้าตัดทรงห่วงยาง	(a) 1.125	เมตร

ความหนาของโครงสร้าง	(h) 1.125	มิลลิเมตร

ความหนาแน่นของวัสดุโครงสร้าง	(ps) 7,850	กก/ม3

มอดุลัสยืดหยุ่น	(E') 204×103 

เมกะปาสคาล

อัตราส่วนปัวซง	(μ) 0.3

แรงดันภายในคงที่	(p0) 20.4	กิโลปาส

คาล

	 ผลการเปลี่ยนแปลงจ�านวนช้ินส่วนย่อยแบบจ�าลอง 

โครงสร้างเปรียบเทียบกับค่าพารามิเตอร์ความถี่ของ 

โครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดรูปทรงห่วงยางภายใต้แรงดัน 

ภายในดงัแสดงในตารางที	่2	โดยทีค่่าในวงเลบ็จะแสดงร้อยละ 

ความแตกต่างของค่าพารามิเตอร์ความถี่เม่ือจ�านวนช้ินส่วน 

ย่อยเพิ่มสูงขึ้น	 จากผลการศึกษาจะพบว่า	 การแบ่งจ�านวน 

ชิน้ส่วนออกเป็น	48	ชิน้ส่วน		จะให้ค�าตอบทีม่คีวามถกูต้องสงู 

ส�าหรบัค่าความถีธ่รรมชาตใินโหมดที่	m	=	1	ถงึ	m	=	5	โดยมี 

ความแตกต่างไม่เกนิร้อยละ	0.05	เมือ่เปรยีบเทยีบกบัผลทีไ่ด้ 

จากการแบ่งชิ้นส่วนย่อยที่ละเอียดสูงกว่านี้	 ดังนั้นงานวิจัย 

ชิ้นนี้จึงเลือกใช้จ�านวนชิ้นส่วนเท่ากับ	48	ชิ้นส่วนเท่านั้น	

	 หลังจากนั้นท�าการเปรียบเทียบค่าพารามิเตอร์ความถี่ 

ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดรูปทรงห่วงยางภายใต้ 

แรงดันภายในได้จากงานวิจัยน้ีกับผลที่ได้จากโปรแกรม 

ไฟไนต์เอลิเมนต์ส�าเร็จรูป	ABAQUS	 [23]	 ในการสร้างแบบ 

จ�าลองโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดที่มีความสมมาตรตาม 

แนวแกนที่มีการประมาณค่าการเคลื่อนที่แบบฟังก์ชันโพล ิ

โนเมียลอันดับสอง	 (Quadratic	Membrane)	 ผลลัพธ์ที่ได ้

งานวิจัยนี้จะพบว่า	 มีค่าน้อยกว่าค่าพารามิเตอร์ความถี่ที่ได้ 

จากโปรแกรม	ABAQUS	ดงัแสดงในตารางที	่3	โดยมค่ีาความ 

แตกต่างสูงสุดไม่เกินร้อยละ	 8	 เมื่อท�าการพิจารณาโหมด 

การสั่นใน	 10	 โหมดแรก	 ในขณะที่โหมดการส่ันที่	m = 0  

จะเป็นโหมดการสั่นแบบเคลื่อนที่โดยไม่มีการเสียรูป	 (Rigid	 

Body	Mode)	โดยทีก่รณนีีจ้ะเกดิขึน้กบัการวเิคราะห์ปัญหา 

ตารางที่ 2  การลูเ่ข้าค�าตอบของค่าพารามเิตอร์ความถีข่องโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดดัรปูทรงห่วงยางภายใต้แรงดนัภายใน	 

 

โหมดการสั่น
จ�านวนของชิ้นส่วนย่อย

12 24 36 48 60

m = 1 0.0112

(1.831)

0.0110

(0.302)

0.0110

(0.039)

0.0110

(0.009)

0.0110

m = 2 0.3380

(24.408)

0.2717

(2.366)

0.2654

(0.267)

0.2647

(0.020)

0.2646

m = 3 0.3580

(28.111)

0.2795

(2.704)

0.2721

(0.304)

0.2713

(0.024)

0.2712

m = 4 0.3773

(34.119)

0.2813

(2.781)

0.2737

(0.311)

0.2728

(0.024)

0.2728

m = 5 0.4619

(47.597)

0.3129

(3.477)

0.3024

(0.391)

0.3012

(0.031)

0.3011

*	หมายเหตุ	ค่าใน	(	)	คือ	ค่าร้อยละความแตกต่างเมื่อเทียบกับจ�านวนของชิ้นส่วนย่อยที่เพิ่มสูงขึ้น	
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ที�เป็นแบบเงื�อนไขขอบเขตอิสระเท่านั้น แต่อย่างไรก็ตาม 

จะพบว่า โหมดการสั�นของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด 

ร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายในจากค่าพารามิเตอร์ 

ความถี�ดังแสดงในตารางที� 3 จะสอดคล้องกับโหมดการสั�น 

ที�ได้จากโปรแกรม ABAQUS ดังแสดงในร้ปที� 4 นอกจากนี ้

จะเห็นได้ว่าโหมดการสั�นที� m = 2, 4, 6, 8 และ 10 จะเป็น 

โหมดการสั�นแบบสมมาตรตามแนวแกน (Axisymmetric  

Mode Shapes) ในขณะที�โหมดการสั�นที� m = 1, 3, 5, 7 และ 9 

จะเป็นโหมดการสั�นแบบปฎิสมมาตร (Antisymmetric  

Mode Shapes) กล่าวคือโหมดการสั�นของโครงสร้าง 

เปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายใน 

จะเกิดโหมดการสั�นแบบเคลื�อนที�โดยไม่มีการเสียร้ปก่อน 

ในล�าดับแรก หลังจากนั้นจะเกิดโหมดการสั�นแบบสมมาตร 

ตามแนวแกนสลับกับโหมดการสั�นแบบปฎิสมมาตร 

ตำรำงที่ 3 การเปรียบเทียบค่าพารามิเตอร์ความถี�ของ 

 โครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยาง 

 ภายใต้แรงดันภายใน ( )

โหมดกำรสั่น ABAQUS งำนวิจัยนี้
ร้อยละควำม

แตกต่ำง

m = 1 0.0115 0.0110 4.34

m = 2 0.2820 0.2647 6.13

m = 3 0.2908 0.2713 6.72

m = 4 0.2926 0.2728 6.74

m = 5 0.3243 0.3012 7.12

m = 6 0.4415 0.4205 4.76

m = 7 0.4933 0.4614 6.47

m = 8 0.5031 0.4671 7.16

m = 9 0.5576 0.5137 7.89

m = 10 0.5950 0.5625 5.47

 จากผู้ลการตรวจสอบความถ้กต้องของแบบจ�าลอง 

โครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดัน 

ภายในที�ได้จากงานวิจัยนี้ ก็จะสามารถท�าการศึกษาค่า 

พารามิเตอร์ต่างๆ ของโครงสร้างที�ส่งผู้ลกระทบต่อค่า 

พารามิเตอร์ความถี�ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด 

ร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายในโดยการเปลี�ยนแปลง 

ความหนาและแรงดันภายในภายใต้ค่าพารามิเตอร์ของ 

ความเค้นคงที�ต่อค่าพารามิเตอร์ความถี� ความยาวรัศมีของ 

หน้าตดั แรงดนัภายใน และมอดลัุสยดืหยุน่ของโครงสร้างจาก 

ข้อม้ลในตารางที� 1 ซึ�งจะสามารถเขียนความสัมพันธ์ของ 

ค่าต่างๆ ในเทอมไร้มิติดังสมการที� (48) 

 

m = 1 m = 2

m = 3 m = 4

m = 5 m = 6

m = 7 m = 8

m = 9 m = 10

Present ABAQUS

A
xi

s o
f R

ot
at

io
n

รูปที่ 4 โหมดการสั�นของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด 

 ร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายใน
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  (48)

เมื�อ  คอื ค่าพารามเิตอร์ของความเค้นที�เกิดขึน้ในโครงสร้าง 

เปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางเนื�องจากแรงดันภายใน  

และจากข้อม้ลในตารางที� 1 จะได้ว่า  = 0.0001, η = 0.15  

และ h/a = 0.001 โดยสามารถท�าการศึกษาค่าพารามิเตอร ์

ต่างๆ ได้ดังหัวข้อต่อไปนี้

3.1 ผลของควำมหนำและแรงดันภำยในภำยใต้ค ่ำ 

พัำรำมิเตอร์ของควำมเค้นคงที่ต่อค่ำพัำรำมิเตอร์ควำมถี่

 การศึกษาผู้ลของการเปลี�ยนแปลงความหนาของ 

โครงสร้างที�มต่ีอค่าพารามเิตอร์ความถี�ของโครงสร้างเปลอืกบาง 

ไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายใน จะสามารถ 

ท�าได้โดยการปรับเปลี�ยนอัตราส่วนความหนาของโครงสร้าง 

ต่อความยาวรัศมีจาก h/a = 0.0025 ถึง 0.0250 โดยที� 

ความยาวรัศมีของโครงสร้างและค่าพารามิเตอร ์ของ 

ความเค้น  ไม่เปลี�ยนแปลง  ซึ�งจะพบว่า การเปลี�ยนแปลงค่า 

ความหนาของโครงสร้างจะไม่ส่งผู้ลต่อค่าพารามเิตอร์ความถี� 

ส�าหรับทุกโหมดการสั�นของโครงสร้าง ดังแสดงในร้ปที� 5  

เนื�องจากการเปลี�ยนแปลงค่าความหนาของโครงสร้างจะ 

ส่งผู้ลท�าให้ค่าแรงดันภายในมีค่าเปลี�ยนแปลงตามไปด้วย  

โดยที�ค่าพารามเิตอร์ของความเค้นยงัคงมค่ีาเป็น  = 0.0001  

และ η = 0.15 แสดงให้เห็นว่าค่าพารามิเตอร์ของความเค้น 

มีผู้ลในการควบคุมท�าให้ค่าความถี�ธรรมชาติไม่เปลี�ยนแปลง  

อย่างไรกต็าม ถ้าการวเิคราะห์ค่าความถี�ธรรมชาตไิม่ได้มกีาร 

ก�าหนดค่าพารามิเตอร์ของความเค้นเป็นค่าคงที� ก็จะพบว่า 

การเปลี�ยนแปลงค่าความหนาของโครงสร้างจะท�าให้ค่าความ 

แข็งแกร่ง (Stiffness) ของโครงสร้างมีค่าเพิ�มส้งขึ้นส่งผู้ล 

ท�าให้ค่าความถี�ธรรมชาติมีค่าเพิ�มส้งขึ้นตามไปด้วย

3.2 ผลของควำมยำวรัศัมีที่มีต่อค่ำพัำรำมิเตอร์ควำมถี่

 ส�าหรับหัวข้อย่อยนี้จะเป็นการศึกษาผู้ลของการ 

เปลี�ยนแปลงความยาวรัศมีของโครงสร้างที�มีต่อค่าพารา 

มิเตอร์ความถี�ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรง 

ห่วงยางภายใต้แรงดันภายในดังแสดงในร้ปที� 6 โดยการ 
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รูปที่ 5 ผู้ลของความหนาและแรงดันภายในภายใต้ค่า 

 พารามิเตอร์ของความเค้นคงที�ต่อค่าพารามิเตอร์ 

 ความถี�
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รูปที่ 6 ผู้ลของความยาวรัศมีที�มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี�

ปรับเปลี�ยนอัตราส่วนความหนาของโครงสร้างต่อความยาว 

รัศมีจากแกนหมุนถึงจุดศ้นย์กลางของร้ปหน้าตัดทรง 

ห่วงยางจาก η = 0.05 ถึง 0.50 โดยที�ความยาวรัศมีจาก 

แกนหมุนถึงจุดศ้นย์กลางของร้ปหน้าตัดทรงห่วงยางและ 

ค่าพารามิเตอร์ของความเค้น  ไม่เปลี�ยนแปลง จาก 

ผู้ลการศึกษาจะพบว่า เมื�อค่าความยาวรัศมีของโครงสร้าง 

มีค่าน้อยๆ จะส่งผู้ลกระทบต่อค่าพารามิเตอร์ความถี�ส้งมาก 

ในขณะที�เมื�อค่าความยาวรัศมีของโครงสร้างมีค่าส้งๆ จะ 

ส่งผู้ลกระทบเพียงเล็กน้อย กล่าวคือเมื�อความชันของ 

พารามเิตอร์ความถี�จะมค่ีาลดลงเมื�อค่า η เพิ�มส้งขึน้ เนื�องจาก 

การเปลี�ยนแปลงค่าความยาวรัศมีของโครงสร้างจะส่งผู้ล 
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รูปที่ 7 ผู้ลของแรงดันภายในที�มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี�

ท�าให้ค่าความหนาของโครงสร้างมีค่าเพิ�มขึ้นตามไปด้วย  

โดยที�ค่าพารามเิตอร์ของความเค้นยงัคงมค่ีาเป็น  = 0.0001  

และอัตราส่วน h/a = 0.001

3.3 ผลของแรงดันภำยในที่มีต่อค่ำพัำรำมิเตอร์ควำมถี่

 รป้ที� 7 แสดงผู้ลของการเปลี�ยนแปลงแรงดนัภายในของ 

โครงสร้างที�มต่ีอค่าพารามเิตอร์ความถี�ของโครงสร้างเปลอืกบาง 

ไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายในโดยการ 

ปรับเปลี�ยนค่าพารามิเตอร์ของความเค้น  = 0.0001 ถึง  

0.0010 โดยที�อตัราส่วน h/a = 0.001, η = 0.15 และมอดลุสั 

ยืดหยุ่นของโครงสร้างไม่มีการเปลี�ยนแปลง 

 ซึ�งพบว่า ที�โหมดการสั�น m = 1 ถึง m = 7 ค่าความชัน 

ของพารามิเตอร์ความถี�จะมีค่าลดลงเมื�อค่าพารามิเตอร์ของ 

ความเค้นมีเพิ�มส้งขึ้น ส�าหรับโหมดการสั�นในล�าดับที� m = 8  

ถึง m = 10 ค่าความสัมพันธ์ระหว่างค่าพารามิเตอร์ความถี� 

กับค่าพารามิเตอร์ของความเค้นจะมีกราฟเป็นสองช่วงเป็น 

กราฟหงายและกราฟคว��า โดยที�โหมดการสั�น m = 8 จะม ี

จุดดัดกลับของกราฟอย้่ในช่วงค่าพารามิเตอร์ของความเค้น  

 = 0.0009 และที�โหมดการสั�น m = 9 กับ m = 10 จะม ี

จุดดัดกลับของกราฟอย้่ในช่วงค่าพารามิเตอร์ของความเค้น  

 = 0.0006 

3.4 ผลของมอดุลัสยืดหยุ่นที่มีต่อค่ำพัำรำมิเตอร์ควำมถี่

 ส�าหรบัค่าพารามเิตอร์สดุท้ายที�จะท�าการศกึษาจะเป็น 

ผู้ลของค่ามอดลุสัยดืหยุน่ของโครงสร้างที�มต่ีอค่าพารามเิตอร์ 

ความถี�ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยาง 

ภายใต้แรงดนัภายในโดยการปรับเปลี�ยนค่าพารามเิตอร์ของ 

ความเค้น  = 0.0001 ถึง 0.0010 โดยที�อัตราส่วน h/a =  

0.001, η = 0.15 และแรงดันภายในของโครงสร้างไม่มีการ 

เปลี�ยนแปลง จากผู้ลการศึกษาจะพบว่า ความชันของค่า 

พารามิเตอร์ความถี�จะมีค่าลดลงเมื�อค่าพารามิเตอร์ของ 

ความเค้นมค่ีาเพิ�มส้งขึน้หรอืค่ามอดลุสัยดืหยุน่ของโครงสร้าง 

มีค่าลดลงดังแสดงในร้ปที� 8 กล่าวคือ ค่าพารามิเตอร์ความถี� 

จะมค่ีาลดลงเมื�อค่าพารามเิตอร์ของความเค้นมค่ีาเพิ�มสง้ขึน้ 

หรือค่ามอดุลัสยืดหยุ่นของโครงสร้างมีค่าลดลงส�าหรับทุก 

โหมดการสั�น ซึ�งจะสังเกตุเห็นได้ว่าผู้ลที�ได้จากมีลักษณะ 

ตรงกันข้ามกับผู้ลของการเปลี�ยนแปลงแรงดันภายในของ 

โครงสร้างที�มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี� ดังแสดงในร้ปที� 7

4. สรุป

 การศึกษาค่าความถี�ธรรมชาติและโหมดการสั�นแบบ 

สมมาตรของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดร้ปทรงห่วงยาง

ภายใต้แรงดันภายใน โดยการเขียนปัญหาในร้ปแบบการ 

แปรผู้ันและใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการจ�าลองโครงสร้าง 

เปลือกบางไร้แรงดัดด้วยชิ้นส่วนคานแบบ 1 มิติ และหา 

ผู้ลลัพธ์เชิงตัวเลขที�เป็นปัญหาแบบค่าเจาะจง จากผู้ลการ 

ศึกษาจะพบว่า โหมดการสั�นของโครงสร้างเปลือกบางไร้ 

แรงดัดร้ปทรงห่วงยางภายใต้แรงดันภายในจะเกิดโหมด 

การสั�นแบบสมมาตรตามแนวแกนสลับกับโหมดการสั�น 

แบบปฎิสมมาตร ส�าหรบัการศกึษาค่าพารามเิตอร์ต่างๆ ของ 

โครงสร้างจะสามารถสรุปได้ว่าการเปลี�ยนแปลงความหนา 

และแรงดันภายในภายใต้ค่าพารามิเตอร์ของความเค้นคงที� 

จะไม่ส่งผู้ลกระทบต่อค่าพารามิเตอร์ความถี�ของโครงสร้าง 

ในขณะที�การเปลี�ยนแปลงความยาวรศัม ีแรงดนัภายใน และ 

มอดุลัสยืดหยุ่นของโครงสร้างจะส่งผู้ลกระทบโดยตรงต่อค่า 

พารามเิตอร์ความถี�ของโครงสร้าง เมื�อก�าหนดให้ค่าอตัราส่วน 

ความหนาต่อความยาวรัศมีของโครงสร้าง อัตราส่วนความ 

ยาวรศัมขีองร้ปหน้าตดัทรงห่วงยางต่อความยาวรศัมจีากแกน 

หมุนถึงจุดศ้นย์กลางของร้ปหน้าตัดทรงห่วงยาง และค่า 
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รูปที่ 8 ผู้ลของมอดุลัสยืดหยุ่นที�มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี�

พารามิเตอร์ของความเค้นที�เกิดขึ้นในโครงสร้างไม่มีการ 

เปลี�ยนแปลงภายใต้เงื�อนไขที�ก�าหนด 

5. กิตติกรรมประกำศั

 โครงการวิจัยได้รับทุนอุดหนุนการวิจัยจากมหาวิทยาลัย 

เทคโนโลยีราชมงคลอีสานตามสัญญาเลขที� NKR2564 

INC001

เอกสำรอ้ำงอิง

[1] W. Jiammeepreecha, “Finite element analysis  

of toroidal membrane under external pressure,”  

UBU Engineering Journal, vol. 9, no. 2, pp.  

47–56, 2016 (in Thai).

[2] B. Sun, “Closed-form solution of axisymmetric  

slender elastic toroidal shells,” Journal of  

Engineering Mechanics, vol. 136, no. 10, pp.  

1281–1288, 2010.

[3] W. Jiammeepreecha and S. Chucheepsakul,  

“Nonlinear static analysis of an underwater  

elastic semi-toroidal shell,” Thin-Walled  

Structures, vol. 116, pp. 12–18, 2017.

[4] W. Jiammeepreecha, J. Suebsuk, and S.  

Chucheepsakul, “Nonlinear static analysis  

of liquid-containment toroidal shell under  

hydrostatic pressure,” Journal of Structural  

Engineering, vol. 146, no. 1, pp. 04019169-1– 

04019169-9, 2020.

[5] A. Y. T. Leung and N. T. C. Kwok, “Free vibration  

analysis of a toroidal shell,” Thin-Walled  

Structures, vol. 18, no. 4, pp. 317–332, 1994.

[6] R. S. Ming, L. Pan, and M. P. Norton, “Free  

vibrations of elastic circular toroidal shells,”  

Applied Acoustics, vol. 63, no. 5, pp. 513–528,  

2002.

[7] X. H. Wang and D. Redekop, “Natural frequencies  

and mode shapes of an orthotropic thin shell  

of revolution,” Thin-Walled Structures, vol. 43,  

no. 5, pp. 735–750, 2005.

[8] J. H. Kang, “Vibration analysis of toroidal shells  

with hollow circular cross-section having  

variable thickness,” Journal of Engineering  

Mechanics, vol. 142, no. 9, pp. 04016058- 

1–04016058-9, 2016.

[9] K. Federhofer, “Zur schwingzahlberechnung  

des diinnwandigen hohlenreifens,” Ingr.-Arch,  

vol. 10-11, pp. 125–132, 1939–1940.

[10] A. A. Liepins, “Free vibrations of prestressed  

toroidal membrane,” AIAA Journal, vol. 3, no. 10.  

pp. 1924–1933, 1965.

[11] A. A. Liepins, Flexural vibrations of the  

prestressed toroidal shell, National Aeronautics  

and Space Administration, Washington D.C.,  

Rep. NASA CR-296, 1965.

[12] Z. Fang, “Free vibration of fluid-filled toroidal  

shells,” Journal of Sound and Vibration,  

vol. 155, no. 2, pp. 343–352, 1992.

[13] T. Kosawada, K. Suzuki, and S. Takahashi, “Free  

vibrations of toroidal shells,” Bull of JSME,  

__20-0609(661-674).indd   673__20-0609(661-674).indd   673 2/7/2564 BE   13:312/7/2564 BE   13:31



คมกร ไชยเดชาธร และคณะ, “การส่ันอิสระแบบสมมาตรและแบบปฏิสมมาตรตามแนวแกนของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดรูปทรงห่วงยาง

ภายใต้แรงดันภายใน.”

674
The Journal of KMUTNB., Vol. 31, No. 4, Oct.–Dec. 2021

วารสารวิชาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนือ ปีีท่ี่� 31, ฉบัับัท่ี่� 4 ต.ค.–ธ.ค. 2564

vol. 28, no. 243, pp. 2041–2047, 1985.

[14] A. K. Jha, D. J. Inman, and R. H. Plaut, “Free  

vibration analysis of an inflated toroidal shell,”  

Journal of Vibration and Acoustics, vol. 124,  

no. 3, pp. 387–396, 2002.

[15] W. Jiammeepreecha, “Effects of internal pressure  

and constraint volume on vibration of spherical  

membrane,” RMUTI Journal, vol. 10, no. 2,  

pp. 40–61, 2017 (in Thai).

[16] W. Jiammeepreecha, “Axisymmetric free  

vibration of fluid-filled membrane,” Engineering  

Journal Chiang Mai University, vol. 25, no. 3,  

pp. 66–78, 2018 (in Thai).

[17] W. Jiammeepreecha and S. Chucheepsakul,  

“Nonlinear axisymmetric free vibration analysis  

of liquid-filled spherical shell with volume  

constraint,” Journal of Vibration and  

Acoustics, vol. 139, no. 5, pp. 051016-1– 

051016-13, 2017.

[18] W. Jiammeepreecha and S. Chucheepsakul,  

“Nonlinear free vibration of internally  

pressurized axisymmetric spherical shell,”  

KMUTT Research and Development Journal,  

vol. 40, no. 4, pp. 509–532, 2017 (in Thai).

[19] K. Chaidachatorn, J. Supromwan, K. Thipyotha,  

and W. Jiammeepreecha, “Nonlinear static  

response and free vibration of pressurized  

semi-torus,” presented at the Proceedings of  

the 25th National Convention on Civil  

Engineering, Chonburi, Thailand, July. 15-17,  

2020.

[20] H. L. Langhaar, Foundations of Practical Shell  

Analysis. Illinois: Department of Theoretical  

and Applied Mechanics, University of Illinois  

at Urbana-Champaign, 1964.

[21] H. L. Langhaar, Energy Methods in Applied  

Mechanics. John Wiley & Sons, 1962.

[22] R. D. Cook, D. S. Malkus, M. E. Plesha, and R. J.  

Witt, Concepts and Applications of Finite  

Element Analysis. John Wiley & Sons, Inc.,  

2002.

[23] ABAQUS Analysis User's Manual, Hibbitt,  

Karlsson and Sorensen, Pawtucket, Rhode  

Island, 2017.

 

__20-0609(661-674).indd   674__20-0609(661-674).indd   674 2/7/2564 BE   13:312/7/2564 BE   13:31




