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บทคัดย่อ

การวิจัยครั้งนี้มีจุดมุ่งหมาย คือ 1) เพื่อหาค่าขอบเขตที่เหมาะสมของรงคเลขของเส้นของกราฟเชื่อมต่อในพจน์

ของรงคเลขของเส้นของกราฟต้นฉบับ 2) เพื่อหาค่ารงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อส�าหรับการเชื่อมด้วย 

ลักษณะเฉพาะ 3) เพื่อจัดก�าหนดการเชื่อมโยงในระบบเครือข่ายโดยใช้ทฤษฎีบทเก่ียวกับการระบายสีเส้นเชื่อม 

ในทฤษฎีกราฟทีไ่ด้จากข้อ 1) และ 2) ผลการวจิยัพบว่าขอบเขตบนของรงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟเชือ่มต่อคือ ผลรวม 

ของรงคเลขของกราฟต้นฉบบั และขอบเขตล่างของรงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟเชือ่มต่อคือ ค่ามากสดุของรงคเลข 

ของกราฟต้นฉบับ และพบว่าเงื่อนไขส�าหรับรอยเชื่อมกราฟต้นฉบับท่ีเป็นกราฟบริบูรณ์ท่ีเป็นเลขคู่และเลขค่ี 

ค่ารงคเลขของเส้นเชื่อมเท่ากับผลรวมของรงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟต้นฉบับลดลง 1 หรือเพิ่มขึ้น 1 ตามล�าดับ 
นอกจากนั้น พบว่าการจัดก�าหนดการเชื่อมโยงในระบบเครือข่าย โดยใช้ทฤษฎีบทเกี่ยวกับการระบายสีเส้นเชื่อม 

ในทฤษฎีกราฟ ได้กราฟแทนระบบเครือข่ายโดยที่ จุดแทนช่วงเวลาที่ต้องการในการท�างาน ซึ่งจุดสองจุดใดๆ จะมี 

เส้นเชื่อมกันก็ต่อเมื่อ ช่วงเวลาท่ีต้องการท�างานสิ่งเดียวกันคาบเกี่ยวกัน และการเชื่อมต่อกราฟมีการประยุกต์ 

ให้กราฟที ่1 แทนระบบเครือข่ายที ่1 และกราฟที ่2 แทนระบบเครือข่ายที ่2 เส้นสองเส้นใดๆ จะให้สีต่างกันด้วยจ�านวน

สีเส้นเชื่อมที่น้อยที่สุด ก็ต่อเมื่อมีการท�างานสิ่งเดียวกันในช่วงเวลาที่คาบเกี่ยวกัน และจ�านวนสีเส้นเชื่อมแทนจ�านวน

ชิ้นงานที่เพียงพอต่อความต้องการ และประหยัดทรัพยากรภายในช่วงเวลาที่ก�าหนดตามช่วงของขอบเขตท่ีได้จาก

ทฤษฎีบทหลักเกี่ยวกับการระบายสีเส้นเชื่อม คือ  เมื่อ 

 

ค�าส�าคัญ: กราฟเชื่อมต่อ รอยเชื่อม การระบายสีเส้นเชื่อม
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Abstract
The purposes of this research are 1) to find bounds of the edge-chromatic numbers of welded graphs in 

terms of the edge-chromatic numbers of their original graphs, 2) to find values for the edge-chromatic numbers 
of welded graphs for specific welding, and 3) to find link scheduling in networks by using edge coloring in graph 
theory as of 1) and 2). The research results obtained are as follows:  the upper bound for  the edge-chromatic 
numbers of welded graphs is the sum of the edge-chromatic numbers of their original graphs, and the lower bound 
for which is the maximum of the edge-chromatic numbers of their original graphs. The conditions for complete 
patch of the edge-chromatic numbers for odd or even complete original graphs are the sums of their original graph 
edge-chromatic numbers plus or minus 1 respectively.  Moreover, the applications of link scheduling in networks 
by using edge coloring in graph theory are: any two connected graphs represent a connection of two networks in 
which a vertex means a period of working time for a task. Any two vertices can be connected if and only if the 
periods of the task working time overlap each other; and, any two edges can be colored differently if and only if 
there is a task is effectively performed in the overlap bounded period, taking into account edge-chromatic numbers 
of welded graphs based on the principal theorem as  ,  
where . 
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1. บทน�า
ทฤษฎีกราฟเป็นศาสตร์ที่ระบบมีองค์ประกอบหลัก  

2 สิง่ ได้แก่ จดุและเส้นเชือ่ม และมกีารก�าหนดสมบตัเิบือ้งต้น 

ของจุดและเส้นเชื่อม สามารถน�าไปแก้ปัญหาเก่ียวกับ 

วถิทีางเดินเชือ่มระหว่างสถานท่ีต่างๆ นกัคณติศาสตร์ให้

ความสนใจและพฒันาทฤษฎีกราฟทัง้ท่ีสร้างคณุลกัษณะ

และสมบัติเพิ่มเติมแล้วน�าไปใช้กับสถานการณ์จริงหรือ

กลับกันท�าให้ศาสตร์ด้านนี้ขยายองค์ความรู้ครอบคลุม

การแก้ปัญหาในรูปแบบต่างๆ ที่มีลักษณะเฉพาะเพิ่มขึ้น

เรื่อยๆ โดยมีฐานองค์ความรู้เดิมให้กว้างขวางยิ่งขึ้นและ

พัฒนาองค์ความรู้ใหม่และงานวิจัยทางด้านทฤษฎีกราฟ 
มีการศึกษารงคเลขแบบรวมของกราฟร่วมกันระหว่าง

กราฟแบ่งสองส่วน [1] และการระบายเส้นเชือ่มของกราฟ

ร่วมกันโดยก�าหนดเงื่อนไขจากรงคเลขของเส้นเชื่อม [2] 
การศึกษาการระบายสีเส้นเชื่อมจุดยอดท่ีประชิดกันของ

กราฟเชิงเด่ียวได้ว่าจ�านวนสีที่น้อยท่ีสุดที่จ�าเป็นต้องใช้

ของกราฟ [3] 
ต่อมามีการศึกษาความสมบูรณ์ของกราฟปะติด

ซึ่งมีกราฟต้นฉบับสมบูรณ์ และหาเงื่อนไขท่ีท�าให้ได ้

จ�านวนคลกี (Clique) และรงคเลขของกราฟปะตดิในพจน์ 

ของจ�านวนคลีกและรงคเลขของกราฟตน้ฉบบัตามล�าดบั  
และเงือ่นไขท่ีกราฟปะตดิของกราฟสมบรูณ์ยงัคงเป็นกราฟ 

สมบรูณ์ [4] และการศึกษาสมบตัแิละลกัษณะกราฟควบคู่

ภายในตนเองโดยใช้กราฟแบน พบว่าการควบคู่ภายใน

ตนเองม ี3 รปูแบบความสมัพนัธ์ทีผ่สานกนั ได้แก่ การจบัคู่ 

การควบคูภ่ายในตนเอง การควบคูภ่ายในตนเองของกราฟ  
และการควบคู่ภายในตนเองแบบเมทรอยด์ (Matroid) 
และมีการจ�าแนกการควบคู่ย่อยระหว่างด้านของกราฟ

แบบสมนยักันแบบหนึง่ต่อหนึง่ [5] ผูว้จิยัสนใจทีจ่ะศกึษา

เพิม่เตมิความสมัพนัธ์ระหว่างสองกราฟใดๆ ทีส่ามารถน�า

มาเชื่อมต่อกันได้ ศึกษาลักษณะเฉพาะและเงื่อนไขของ

กราฟที่ได้จากการเชื่อมต่อท่ีสัมพันธ์กับกราฟต้นฉบับ 
โดยเฉพาะการหาขอบเขตล่าง ขอบเขตบน และเงื่อนไข

ของรงคเลขทีท่�าให้เกิดการเชือ่มต่อของกราฟโดยทีย่งัคง

ความสัมพันธ์กับกราฟต้นฉบับ ซึ่งมีการก�าหนดขอบเขต

ต�่าสุดและสูงสุด สามารถประยุกต์ใช้ทฤษฎีการระบาย 

สีเส้นเชือ่มของกราฟเชือ่มต่อกับสถานการณ์จรงิในการจัด 

ก�าหนดการเชื่อมโยงในระบบเครือข่ายให้มีประสิทธิภาพ  
งานวจิยันีม้วีตัถปุระสงค์เพือ่ 1) เพือ่หาค่าขอบเขตทีเ่หมาะสม 

ของรงคเลขของเส้นของกราฟเชือ่มต่อในพจน์ของรงคเลข 

ของเส้นของกราฟต้นฉบบั 2) เพือ่หาค่ารงคเลขของเส้นเชือ่ม 

ของกราฟเชื่อมต่อส�าหรับการเชื่อมด้วยลักษณะเฉพาะ 
และ 3) เพื่อจัดก�าหนดการเชื่อมโยงในระบบเครือข่าย

โดยใช้ทฤษฎีบทเก่ียวกบัการระบายสเีส้นเชือ่มในทฤษฎี

กราฟที่ได้จากข้อ 1 และ 2
	 นิยามศัพท์เฉพาะ

 นิยาม 1 ส�าหรับกราฟ G ก�าหนดให้ n ≥ 2 ถ้า V(G)
สามารถแบ่งเป็นผลแบ่งกัน้ n ส่วน สมมตเิป็น V1, V2,... Vn  
ซึ่งไม่มีเส้นเชื่อมใดของ G เชื่อมจุดยอดในเซตเดียวกัน 
เรยีก V1, V2,... Vn ว่าเซตแบ่งส่วนของ G และเรยีกกราฟ G  
ว่ากราฟ n ส่วน [6] 
 นิยาม 2 กราฟบริบูรณ์ คือกราฟที่มีอันดับ n ซึ่ง 

จุดยอดสองจุดท่ีแตกต่างกันจะมีเส้นเชื่อมกัน เขียนแทน

ด้วย Kn [6] 
	 นยิาม 3 กราฟปะตดิคือกราฟทีไ่ด้จากการรวมกราฟ

สองกราฟท่ีไม่มจีดุยอดร่วมกันโดยการปะตดิจดุยอดและ

เส้นเชื่อมของกราฟย่อยเชื่อมโยงที่มีเส้นเชื่อมอย่างน้อย 

หนึง่เส้นของทัง้สองกราฟนัน้ ซึง่เรยีกกราฟย่อยท่ีกล่าวมา 

ว่ากราฟโคลนและเรยีกกราฟสองกราฟทีไ่ม่มจุีดยอดร่วมกัน 

ว่ากราฟต้นฉบับ [7] 
	 นิยาม 4 คลีกของกราฟ G คือ กราฟย่อยของ G  
ท่ีเป็นกราฟบริบูรณ์จ�านวนคลีกของกราฟ G คือจ�านวน 

จุดยอดของคลีกที่ใหญ่ที่สุดของ G เขียนแทนด้วย ω(G) 
[6] 
	 นิยาม 5 คลีกใหญ่สุดเฉพาะกลุ่มของกราฟ G คือ  
คลกีของกราฟ  G  ทีไ่ม่เป็นกราฟย่อยของคลกีทีใ่หญ่กว่า  [6] 
	 นิยาม 6 การระบายสีของกราฟ G คือ ฟังก์ชัน  

f : V(G) → [s] และเรยีกการระบายสีดังกล่าวว่า การระบาย

สีแท้ (Proper Coloring) ถ้าการระบายสีนั้นมีสมบัติว่า 

จุดที่ประชิดกันจะต้องให้สีต่างกัน [6] 
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	 นิยาม 7 รงคเลข (Chromatic Number) ของกราฟ 
G คือ จ�านวนสีที่น้อยที่สุดที่จ�าเป็นต้องใช้ส�าหรับการให้ส ี

จดุยอดของกราฟโดยจดุยอดทีป่ระชดิกันจะต้องให้สีต่างกนั 

เขียนแทนด้วย χ(G) [6] 
	 นิยาม 8 การระบายสีเส้นเชื่อม (Edge-Coloring) 
ของกราฟ G คือ ฟังก์ชัน  f : E(G) → [s] ซึ่งและเรียก

การระบายสดัีงกล่าวว่า การระบายสเีส้นเชือ่มแท้ (Proper 
Edge-Coloring) ถ้าการระบายสีนั้นมีสมบัติว่า เส้นเชื่อม

ที่ประชิดกันจะต้องให้สีต่างกัน [6] 
 นิยาม 9 รงคเลขของเส้นเชื่อม (Edge-Chromatic 
Number) ของกราฟ G คือ จ�านวนสีที่น้อยที่สุดที่จ�าเป็น

ต้องใช้ส�าหรับการให้สีเส้นเชื่อมของกราฟ โดยเส้นเชื่อม

ที่ประชิดกันจะต้องให้สีต่างกันเขียนแทนด้วย χ'(G) [6] 
 นิยาม 10 รงคเลขแบบรวมของกราฟ G คอืจ�านวนสี

ทีน้่อยท่ีสุดท่ีจ�าเป็นต้องใช้ส�าหรบัการให้สจีดุยอดและเส้น 

เช่ือมของกราฟโดยจดุยอดทีป่ระชดิกันจะต้องให้สต่ีางกัน  
เส้นเชื่อมท่ีประชิดกันจะต้องให้สีต่างกัน และจุดยอดกับ

เส้นเชื่อมที่ตกกระทบกันจะต้องให้สีต่างกัน เขียนแทน

ด้วย χT(G) [6] 
 นิยาม 11 กราฟเชิงเดี่ยว คือกราฟที่ไม่มีเส้นเชื่อม

ซึ่งมีจุดปลายทั้งสองจุดเป็นจุดเดียวกันซึ่งเรียกว่าวงวน

และไม่มีเส้นเชื่อมมากกว่า 1 เส้นซึ่งมีจุดปลายทั้งสองจุด

เป็นคู่เดียวกันซึ่งเรียกว่าเชิงซ้อน [6] 
	 นิยาม 12 ฟังก์ชันสมสัณฐาน (Isomorphism) จาก

กราฟเชิงเดี่ยว G ไปยังกราฟเชิงเดี่ยว H คือฟังก์ชันหนึ่ง 

ต่อหนึ่งแบบท่ัวถึง f : V(G) → V(H)  ซึ่ง uv ∈ E(G)  
ก็ต่อเมื่อ f (u) f (v) ∈ E(H) เราเรียกว่า G เป็นฟังก์ชัน 

สมสัณฐาน กับ H เขียนแทนด้วย G ≅ H [6] 
 นิยาม 13 ผลผนวกไม่ร่วมกันของกราฟ G1 และ 

G2 ซึ่งไม่มีจุดร่วมกันเขียนแทนด้วย G1 + G2 คือกราฟ 

ทีป่ระกอบด้วย V(G1)  V(G2) และ E(G1)  E(G2) เป็นเซต 

ของจุดและเซตของเส้นเชื่อมตามล�าดับ [6] 
 นิยาม 14 กราฟร่วมกันของกราฟเชงิเด่ียว G1 และ G2  
เขยีนแทนด้วย G1 ∨ G2  คือกราฟท่ีได้จากผลผนวกไม่ร่วมกัน  
G1 + G2 โดยเพิม่เส้นเชือ่ม {xy | x ∈ V(G1), y ∈ V(G2)} [6] 

	 นิยาม 15 ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟเชิงเดี่ยวที่ไม่มี

จดุร่วมกัน และให้ H1 และ H2 เป็นกราฟย่อยเชือ่มโยงของ 
G1 และ G2 ตามล�าดับ กราฟเชื่อมต่อ (Welded Graph) 
ของ G1 และ G2 ที ่H1 และ H2 แทนด้วย G1  G2 คือ

กราฟที่เป็นผลรวมของ G1 และ G2 ซึ่งประกอบด้วย เซต

ของจุด V(G1)  V(G2) และเซตเส้นเชื่อม E(G1)  E(G2)  
{xy | x ∈ V(H1), y ∈ V(H2)} เรยีกกราฟ G1 และ G2 ว่ากราฟ 

ต้นฉบบัและเรยีกกราฟย่อย H1 และ H2 ว่ารอยเชือ่ม (Patch)  
กราฟเชื่อมต่อของ G1 และ G2 เขียนแทนด้วย G1  G2 
หมายความว่ามีกราฟย่อยเชื่อมโยง H1 และ H2 ของ G1 
และ G2 ตามล�าดับ ที่ท�าให้ G1  G2 ≅ G1  G2 

2. วัสดุ	อุปกรณ์และวิธีการวิจัย 
งานวิจัยนี้เป็นงานวิจัยเชิงทฤษฎี ซึ่งมีประโยชน์

ในการพัฒนาองค์ความรู้ทางทฤษฎีกราฟ และสามารถ

น�าผลงานวิจัยไปประยุกต์ใช้กับปัญหาในชีวิตประจ�าวัน 
โดยผู้วิจัยสร้างทฤษฎีบทและพิสูจน์ทฤษฎีบทเพื่อยืนยัน

ว่าเป็นจริง ดังนี้

2.1 ศกึษาทฤษฎีกราฟการด�าเนนิการระหว่างกราฟ

สองกราฟ

2.2 ศกึษานยิาม ทฤษฎี และสมบตัต่ิางๆ ของรงคเลข 

ของกราฟและศกึษางานวจิยัเพิม่เตมิท่ีเก่ียวข้องกับรงคเลข 

ของกราฟทีไ่ด้จากการด�าเนนิการระหว่างกราฟสองกราฟ

2.3 นิยามเงื่อนไขและข้อคาดการณ ์ดังนี้

 ก�าหนดนยิามกราฟเชือ่มต่อซึง่ได้จากการด�าเนนิการ 

อย่างหนึง่ระหว่างกราฟสองกราฟเพือ่ศกึษาผลการด�าเนนิการ  
ซึ่งเป็นลักษณะเฉพาะต่างๆ ของกราฟเชื่อมต่อ รวมทั้ง

การเชื่อมต่อกราฟระหว่างกราฟชนิดเดียวกัน และศึกษา

ลักษณะเฉพาะของกราฟเชื่อมต่อ และหาเงื่อนไขที่ท�าให้

กราฟเชื่อมต่อเป็นกราฟชนิดเดียวกับกราฟต้นฉบับ  
แล้วจงหาขอบเขตบนและขอบเขตล่างของรงคเลขของ

กราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ  
และหาเงือ่นไขทีท่�าให้ได้รงคเลขของกราฟเชือ่มต่อในพจน์ 

ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับ และก�าหนดข้อคาดการณ์

และพิสูจน์ผลสรุปที่เป็นจริง
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2.4 อธบิายการประยกุต์กบัการจดัก�าหนดการเชือ่มโยง 

ในระบบเครือข่าย โดยใช้ทฤษฎีบทเกี่ยวกับการระบายสี

เส้นเชื่อมในทฤษฎีกราฟ ท่ีได้จาก ข้อ 2.3 โดยให้กราฟ

แทนแบบจ�าลองของการเชื่อมโยงในระบบเครือข่ายสอง

เครือข่าย

2.5 น�าผลการพิสูจน์ที่ได้ ให้ผู้เชี่ยวชาญ 3 ท่านเพื่อ

ตรวจสอบความถูกต้อง

2.6 เสนอแนะข้อคาดการณ์อื่นๆ หรือปัญหาเปิดที ่

น่าสนใจเพือ่เป็นแนวทางในการวจัิยเก่ียวกบักราฟเชือ่มต่อ 

ในโครงการวิจัยต่อไป

 การวิเคราะห์ข้อมูล: ในงานวิจัยนี้เป็นการศึกษา 

รงคเลขของกราฟเชือ่มต่อจะหาขอบเขตบนและขอบเขตล่าง 

ของรงคเลขของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของ

กราฟต้นฉบับ และหาเงื่อนไขส�าหรับกราฟต้นฉบับ หรือ

เงื่อนไขส�าหรับรอยเชื่อมที่ท�าให้ได้รงคเลขของกราฟ

เชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของกราฟต้นฉบับซึ่งมีข้อ

คาดการณ์ซึ่งจะได้พิสูจน์บนพื้นฐานนิยาม 1–15 ตาม

เอกสารอ้างอิง [6], [7] ส�าหรับข้อคาดการณ์ 1 และ 2  
เชื่อมโยงเอกสารอ้างอิง [4], [5] และข้อคาดการณ์ 3–8 
เชื่อมโยงเอกสารอ้างอิง [1]–[3] ดังนี้

1. ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า |V(G1  G2)| =  
|V(G1)| + |V(G2)|

2. ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า |E(G1  G2)| =  
|E(G1)| + |E(G2)| +|{uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)|

3. ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≤ 

χ'(G1) + χ'(G2) + k
4. ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≤ 

χ'(G1 ∨ G2) 
5. ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≥  

max{χ'(G1), χ'(G2)}
6. ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 ซึ่ง |V(G1)| ≥ m และ  

|V(G2)| ≥ n จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≥ max{χ'(G1), χ'(G2), 
m + n – 1}

7. ส�าหรบักราฟ G1 และ G2 ถ้า G1 และ G2 เป็นกราฟ 

เชือ่มโยงท่ีมจีดุยอดมากกว่า 1 จดุ และ e1 = u1 v1 ∈ E (G1  G2)  

เมื่อ u1 ∈ V(K1) ⊆ V(G1) และ v1 ∈ V(K1) ⊆ V(G1)
7.1 ถ้า u1 เป็นจุดที่มีดีกรีสูงสุดในกราฟ G1 ซึ่ง  

χ'(G1) = max{χ'(G1), χ'(G2)} หรอื v1 เป็นจดุทีม่ดีีกรสีงูสุด 

ในกราฟ G2 ซึ่ง χ'(G2) = max{χ'(G1), χ'(G2)} แล้ว  

χ'(G1  G2) = max{χ'(G1), χ'(G2)} + 1
7.2 ถ้า u1 และ v1 ไม่เป็นจุดที่มีดีกรีสูงสุดในกราฟ  

G1 และ G2 ตามล�าดับ แล้ว χ'(G1  G2) = max{χ'(G1), 
χ'(G2)}

8. ให้ m และ n เป็นจ�านวนเต็มบวกใดๆ

8.1 ถ้า m และ n เป็นจ�านวนเตม็คี ่แล้ว χ'(Km  Kn)  
=  χ'(Km) + χ'(Kn) – 1

8.2 ถ้า m และ n เป็นจ�านวนเตม็คู ่แล้ว χ'(Km  Kn)  
=  χ'(Km) + χ'(Kn) + 1

3. ผลการวิจัยและอภิปรายผล
3.1 ผลการวิจัย

3.1.1 ค่าขอบเขตที่เหมาะสมของรงคเลขของเส้น

ของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นของกราฟ

ต้นฉบบั พบว่าผลการศกึษาก�าหนดการเชือ่มโยงในระบบ 

เครอืข่ายพบว่าจ�านวนจดุยอดของกราฟเชือ่มต่อในพจน์ของ

จ�านวนจดุยอดของกราฟต้นฉบบัและหาจ�านวนเส้นเชือ่ม 

ของกราฟเชือ่มต่อในพจน์ของจ�านวนเส้นเชือ่มของกราฟ

ต้นฉบบัเป็นไปตามทฤษฎีบท 1 และ 2 ซึง่เป็นข้อสังเกตเพือ่

น�าเข้าสู่การพิสูจน์ทฤษฎีหลักของวัตถุประสงค์การวิจัย  
ต่อไปนี้

	 ทฤษฎีบท 1 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า 
|V(G1  G2)| = |V(G1)| + |V(G2)|
	 พิสูจน์ ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟใดๆ จากนยิามกราฟ

เชือ่มต่อ จะได้ว่า V(G1  G2) = V(G1)  V(G2)
 เนื่องจาก G1 และ G2 ไม่มีจุดยอดร่วมกัน จะได้ว่า 

V(G1)  V(G2) = ∅ นั่นคือ |V(G1)  V(G2)| = 0 ดังนั้น 
 |V(G1  G2)| = |V(G1)  V(G2)|
 = |V(G1)| + |V(G2)| –  |V(G1)  V(G2)|
 = |V(G1)| + |V(G2)| – 0 =  |V(G1)| + |V(G2)|
	 ทฤษฎีบท 2 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า 
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|E(G1  G2)| = |E(G1)| + |E(G2)| + |{uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}|
	 พิสูจน์ ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟใดๆ ให้ H1 และ H2 
เป็นรอยเชื่อมของ G1  G2 จากนิยามของกราฟเชื่อมต่อ 
จะได้ว่า E(G1  G2) = E(G1)  E(G2)  {uv|u ∈ V(H1) 
∧ v ∈ V(H2)}

เนือ่งจาก G1 และ G2 ไม่มจีดุยอดร่วมกัน จะได้ว่า G1 
และ G2 ไม่มีเส้นร่วมกันดังนั้น

 E(G1)  E(G2) = ∅,
 E(G1)  {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)} = ∅,
 E(G2)  {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)} = ∅ 
และ E(G1)  E(G2)  {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)} = ∅
นั่นคือ |E(G1)  E(G2)| = 0,
 |E(G1)  {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| = 0,
 |E(G2)  {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| = 0
และ |E(G1)  E(G2)  {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| = 0
ดังนัน้ |E(G1  G2)| = |E(G1)  E(G2)  {uv|u ∈ V(H1) 
∧ v ∈ V(H2)}|
 = |E(G1)| + |E(G2)| + |{uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}|
 – |E(G1) |   |E(G2) | – | E(G1)  

 

{uv | u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}|
 – |E(G2)  {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}|
 – |E(G1)  E(G2)  {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}|
 = |E(G1)| + |E(G2)| + {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| 
– 0 – 0 – 0 – 0
 = |E(G1)| + |E(G2)| + {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| 
 ผลการหาขอบเขตบนของรงคเลขของเส้นเชือ่มของ

กราฟเชือ่มต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟ

ต้นฉบับดังทฤษฎีบท 3
ทฤษฎีบท 3 ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟใดๆ H1 และ 

H2 เป็นกราฟย่อยเชื่อมโยงของ G1 และ G2 ตามล�าดับ 
จะได้ χ'(G1  G2) ≤ χ'(G1) + χ'(G2) + k
เมื่อ k = |{uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| 
	 พิสูจน์ ให้ f และ g เป็นการระบายสีเส้นเชื่อมแท้ 
(Proper Edge-Coloring) ของ G1 และ G2 ตามล�าดับ

ซึ่งได้ว่า  f : E(G1) → S1 
 และ g : E(G2) → S2 

 เมื่อ |S1| = χ'(G1), |S2| = χ'(G2) 
 และ S1  S2 = ∅ ให้ k = |{uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| 
 และให้ {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)} = {e1, e2,...ek}
 ให้ R = {r1, r2,...rk}  ซึ่ง R  (S1  S2) = ∅ 
ดังนั้น |S1  S2  R| = |S1| + |S2| + |R| = χ'(G1) + χ'(G2) + k
 ให ้h : E(G1  G2) → S1  S2  R
นิยามโดย

 

ส�าหรับทุก i = 1,2,...k
จะแสดงว่า h การระบายสีเส้นเชื่อมแท้ ให้  และ  เป็น

เส้นเชื่อมใน G1  G2 ซึ่ง  และ  ประชิดกัน

กรณ ี1 ,  ∈ E(G1) แล้ว  และ  ประชดิกันใน G1 
จะได้ h( ) = f ( ) ≠ f ( ) = h( ) 

กรณ ี2 ,  ∈ E(G2) แล้ว  และ  ประชดิกันใน G2 
จะได้ h( ) = g( ) ≠ g( ) = h( )

กรณี 3 ,  ∈ {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)} แล้ว 
 = ei และ  = ej ส�าหรับบาง i, j = 1, 2,..., k และ i ≠ j 

จะได้ h( ) = h(ei) = ri ≠ rj = h(ej) = h( )
กรณี 4  ∈ E(G1) หรือ E(G2) และ  ∈ {uv|u ∈ 

V(H1) ∧ v ∈ V(H2)} โดยไม่เสียนัยทั่วไป ให้  ∈ E(G1)  
แล้ว  = ei ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., k
จะได้ h( ) = f (ei) ≠ rj = h(ej) = h( )

กรณี 5  ∈ {uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)} และ  

∈ E(G1) หรือ E(G2) โดยไม่เสียนัยทั่วไป  
ให้  ∈ E(G1)  แล้ว  = ei ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., k
จะได้ h( ) = h(ei) = ri ≠ f ( ) = h( )
แสดงว่า h การระบายสีเส้นเชื่อมแท้

ดังนั้น χ'(G1  G2) ≤ {χ'(G1) + χ'(G2)} + k
เมื่อ k = |{uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| 

เนื่องจากกราฟ G1 ∨ G2 จะมีเส้นเชื่อมที่ได้จาก

การเพิ่มเส้นเชื่อมระหว่างจุดยอดทั้งหมดใน G1 และ 

จุดยอดท้ังหมดใน G2 แต่ส�าหรับกราฟเชื่อมต่อ   
จะมเีส้นเชื่อมที่ได้จากการเพิ่มเส้นเชื่อมระหว่างจุดยอด 
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ในกราฟย่อยของ G1 และจุดยอดในกราฟย่อยของ G2 

ดังนั้นเมื่อเปรียบเทียบรงคเลขของเส้นเชื่อมของทั้งสอง

กราฟ จะได้ว่ารงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อ

จะไม่เกินรงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อดัง

ทฤษฎีบท 4
ทฤษฎีบท 4 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า 

χ'(G1  G2) ≤ χ'(G1 ∨ G2)
พิสูจน์ ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟใดๆ เนื่องจาก  

G1  G2เป็นกราฟย่อยของ G1 ∨ G2

ดังนั้น χ'(G1  G2) ≥ max{χ'(G1), χ'(G2)}
ส�าหรับขอบเขตล่างของรงคเลขของเส้นเชื่อมของ

กราฟเชือ่มต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟ

ต้นฉบับ แสดงดังทฤษฎีบท 5
ทฤษฎีบท 5 ส�าหรับกราฟ G1 และ G2 จะได้ว่า χ'(G1 

 G2) ≥ max{χ'(G1), χ'(G2)}
พิสูจน์ ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟใดๆ เนื่องจาก G1 

และ G2 เป็นกราฟย่อยของ G1  G2 
ดังนั้น χ'(G1  G2) ≥ max{χ'(G1), χ'(G2)}
 เมื่อพิจารณากราฟเชื่อมต่อท่ีมีรอยเชื่อมเป็นกราฟ

บริบูรณ์ ท�าให้ได้ขอบเขตล่างของรงคเลขของเส้นเชื่อม

ของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชื่อมของ

กราฟต้นฉบับ ดังทฤษฎีบท 6 
ทฤษฎบีท 6 ส�าหรบักราฟ G1 และ G2 ซึง่ |V(G1)| ≥ m  

และ |V(G2)| ≥ n จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≥ max{χ'(G1), 
χ'(G2), m + n –1}
 พสิจูน์ ให้ G1 และ G2 เป็นกราฟ ซึง่ |V(G1)| ≥ m และ  
|V(G2)| ≥ n เนือ่งจากจดุยอดทกุจดุใน Km และ Kn จะประชดิกัน 

ใน G1  G2 จะได้ว่า G1  G2 จะบรรจกุราฟย่อย Km+n  
เนือ่งจาก G1, G2 และ Km+n เป็นกราฟย่อยของ G1  G2 
จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≥ max{χ'(G1), χ'(G2), m + n –1}
เนื่องจาก χ'(Km+n) ≥ ∆ (Km+n) = m + n – 1
ดังนั้น χ'(G1  G2) ≥ max{χ'(G1), χ'(G2), (Km+n)}

สรุปว่าทฤษฎีบท 3–6 เป็นการจัดก�าหนดการ 

ขอบเขตบนแสดงค่ามากสุดและขอบเขตล่างแสดงค่า

น้อยสุดของรงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อ 

ในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟต้นฉบบัเพือ่จดั 

ก�าหนดการเชื่อมโยงในระบบเครือข่าย

3.1.2 หาค่ารงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟเชือ่มต่อ 

ส�าหรับการเชื่อมด้วยลักษณะเฉพาะ เงื่อนไขที่ท�าให้ได้ 

รงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟเชือ่มต่อในพจน์ของรงคเลข 

ของเส้นเชือ่มของกราฟต้นฉบบัได้เงือ่นไขส�าคัญทีก่�าหนด 

การเชื่อมโยงในระบบเครือข่ายตามจุดมุ่งหมายข้อ 2  
เป็นไปตามทฤษฎีบท 7 และ 8 ต่อไปนี้

ทฤษฎบีท 7 ส�าหรบักราฟ G1 และ G2 ถ้า G1 และ G2 
เป็นกราฟเชือ่มโยงทีม่จุีดยอดมากกว่า 1 จดุ และ e1 = u1 v1  
∈ E(G1  G2) เมื่อ u1 ∈ V(K1) ⊆ V(G1) และ v1 ∈ 

V(K1) ⊆ V(G2)
1) ถ้า u1 เป็นจดุทีม่ดีีกรสูีงสดุในกราฟ G1 ซึง่ χ'(G1) =  

max{χ'(G1), χ'(G2)} หรอื v1 เป็นจดุท่ีมดีีกรสูีงสุดในกราฟ G2 
ซึ่ง χ'(G2) = max{χ'(G1), χ'(G2)}
แล้ว χ'(G1  G2) = max{χ'(G1), χ'(G2)} + 1

2) ถ้า u1 และ v1 ไม่เป็นจดุทีม่ดีีกรสูีงสุดในกราฟ G1 และ  
G2 ตามล�าดับ แล้ว χ'(G1  G2) = max{χ'(G1), χ'(G2)}
	 พิสูจน์ โดยไม่เสียนัย ให้ χ'(G1) ≥ χ'(G2)

1) สมมต ิu1 เป็นจดุท่ีมดีีกรสูีงสดุในกราฟ G1 เนือ่งจาก  

G1 และ G2 เป็นกราฟย่อยของ G1  G2 และ e1 เป็นเส้น

เชื่อมของ G1  G2 ที่เชื่อมระหว่างจุด u1 และ v1 ซึ่ง u1 
เป็นจุดที่มีดีกรีสูงสุดในกราฟ G1 
ซึ่ง χ'(G1) = max{χ'(G1), χ'(G2)} 
จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≥ max{χ'(G1), χ'(G2)} + 1
ให้ χ'(G1) = m และ χ'(G2) = n
จะมีการระบายสีเส้นเชื่อมแท้ (Proper Edge Coloring)
 f : E(G1) → {a1, a2,..., am} 
และ g : E(G2) → {b1, b2,..., bn}
เลือก c ∉ {a1, a2,..., am} ∪ {b1, b2,..., bn}
ให้ h : E(G1  G2) → {a1, a2,..., am, c}
นิยามโดย
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 และ g(e) = bi ทุก i = 1, 2,..., n จะแสดงว่า h เป็น 

การระบายสีเส้นเชื่อมแท้

 ให ้  และ  เป็นเส้นเชื่อมใน G1  G2 ซึ่ง  และ 
 ตกกระทบกัน

กรณี 1 ,  ∈ E(G1) แล้ว  และ  ตกกระทบกัน 

ใน G1

ดังนั้น h( ) = f ( ) ≠ f ( ) = h( )
กรณี 2 ,  ∈ E(G2) แล้ว  และ  ตกกระทบกัน

ใน G2 จะได้ว่า g( ) ≠ g( ) และ g( ) = bi และ g( ) = bj  
ส�าหรับบาง i, j = 1, 2,..., n ซึ่ง i ≠ j
ดังนั้น h( ) = ai ≠ aj = h( )

กรณ ี3  = e1 หรอื = e1 โดยไม่เสียนยัทัว่ไป ให้  = e1  
ถ้า  ∈ E(G1) แล้ว h( ) = h(e1) = c ≠ f ( ) = h( )  
ถ้า  ∈ E(G2) แล้ว g( ) = bi ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., n
จะได้ h( ) = h(e1) = c ≠ ai = h( ) 
จะแสดงว่า h เป็นการระบายสีเส้นเชื่อมแท้ 
จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≤ m + 1 = max{χ'(G1), χ'(G2)} + 1
สรุปว่า χ'(G1  G2) = max{χ'(G1), χ'(G2)} + 1

2) สมมต ิu1 และ v1 ไม่เป็นจดุท่ีมดีีกรสูีงสุดในกราฟ 
G1 และ G2 ตามล�าดับเนื่องจาก G1 และ G2 เป็นกราฟย่อย

ของ G1  G2

จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≥ max{χ'(G1), χ'(G2)}
ให้ χ'(G1) = m และ χ'(G2) = n โดยไม่เสียนัยทั่วไป 

ให้ m ≥ n จะได้ว่า ∆(G1) ≥ ∆(G2) 
ดังนั้น d(v1) < ∆(G2) ≤ ∆(G1) ≤ χ'(G1) = m
จะมีการระบายสีเส้นเชื่อมแท้

g : E(G2) → {b1, b2,..., bn}
และ f : E(G1) → {a1, a2,..., am}
เมื่อ {a1, a2,..., am} ∩ {b1, b2,..., bn} ≠ ϕ
ให้ b1, b2,..., bd(v1)

 ∈ [{e ∈ E(G2)|e ตกกระทบกับ

เนื่องจาก u1 และ v1 ไม่เป็นจุดที่มีดีกรีสูงสุดในกราฟ G1 
และ G2 ตามล�าดับจะมีเส้นเชื่อม e2 ในกราฟ G1 ท่ีไม่

ตกกระทบกับจุด u1 
ซึ่ง f (e2) = am เมือ่ am ∉ f [{e ∈ E(G1)|e  ตกกระทบกับ u1}]  
ให้ h : E(G1  G2) → {a1, a2,..., am}

นิยามโดย

 

 และ g(b) = bi ทุก i, j = 1, 2,..., n จะแสดงว่า h 
เป็นการระบายสีเส้นเชื่อมแท้

 ให้  และ  เป็นเส้นเชือ่มใน G1  G2 ซึง่  และ   
ตกกระทบกัน

กรณ ี1 ,  ∈ E(G1) แล้ว  และ  ตกกระทบกันใน G1

ดังนั้น h( ) = f ( ) ≠ f ( ) = h( )
กรณี 2  ,  ∈ E(G2) แล้ว  และ  ตกกระทบกัน 

ใน G2 จะได้ว่า g( ) ≠ g( ) และ g( ) = bi และ g( ) = bj  
ส�าหรับบาง i, j = 1, 2,..., n ซึ่ง i ≠ j
ดังนั้น h( ) = ai ≠ aj = h( )

กรณ ี3  = e1 หรอื = e1 โดยไม่เสียนยัทัว่ไป ให้  = e1 
ถ้า  ∈ E(G1) แล้ว  ตกกระทบกับจุด u1

ดังนั้น h( ) = h(e1) = am ≠ f ( ) = h( )
ถ้า  ∈ E(G2) แล้ว  ตกกระทบกบัจดุ v1 และ g( ) = bi  
ส�าหรับบาง i = 1, 2,..., d(v1)
เนื่องจาก d(v1) < m
ดังนั้น h( ) = h(e1) = am ≠ ai = h( ) 
แสดงว่า h เป็นการระบายสีเส้นเชื่อมแท้ 
จะได้ว่า χ'(G1  G2) ≤ m = max{χ'(G1), χ'(G2)}
สรุปว่า χ'(G1  G2) = max{χ'(G1), χ'(G2)}
และได้ว่า χ'(K1  K2) = 1 

ต่อไปพจิารณา χ'(K1  K2) เมือ่ m ≤ n, m ≥ 1 และ 
n ≥ 2 เนื่องจากเมื่อ m และ n เป็นจ�านวนเต็มคู่พร้อมกัน  
หรือเป็นจ�านวนเต็มค่ีพร้อมกัน และ χ'(Km+n) = m + n 
เมื่อ m และ n ไม่เป็นจ�านวนเต็มคู่พร้อมกัน หรือไม่เป็น

จ�านวนเต็มคี่พร้อมกัน  จึงได้ทฤษฎีบทดังต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 8 ให้ m และ n เป็นจ�านวนเต็มบวกใดๆ

1) ถ้า m และ n เป็นจ�านวนเตม็คีแ่ล้ว χ'(Km  Kn) 
=  χ'(Km) + χ'(Kn) – 1

2) ถ้า m หรอื n เป็นจ�านวนเตม็คู่แล้ว  χ'(Km  Kn)  
=  χ'(Km) + χ'(Kn) + 1
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พสูิจน์ เนือ่งจาก Km  Kn ≅ Km+n จะได้ χ'(Km   
Kn) =  χ'(Km+n)

1) สมมติ m และ n เป็นจ�านวนเต็มคี ่
χ'(Km  Kn) =  χ'(Km+n) = m + n – 1 =  χ'(Km) 

+ χ'(Kn) – 1
2) สมมติ m หรือ n เป็นจ�านวนเต็มคู ่
กรณี 1 m และ n เป็นจ�านวนเต็มคู่ 
χ'(Km  Kn) =  χ'(Km+n) = m + n – 1 = (m – 1) +  

(n – 1) + 1 = χ'(Km) + χ'(Kn) + 1
กรณี 2 m เป็นจ�านวนเต็มคู่ และ n เป็นจ�านวนเต็มคี่

 χ'(Km  Kn) =  χ'(Km+n) = m + n
	 χ'(Km+n) = m + n – 1

= (m – 1) + n + 1 = χ'(Km) + χ'(Kn) + 1
กรณี 3 m เป็นจ�านวนเต็มคี่ และ n เป็นจ�านวนเต็มคู่

χ'(Km  Kn) =  χ'(Km+n)
= m + n = m + (n – 1) + 1
= χ'(Km) + χ'(Kn) + 1
3.1.3 จัดก�าหนดการเชื่อมโยงในระบบเครือข่าย

โดยใช้ทฤษฎีบทเก่ียวกบัการระบายสเีส้นเชือ่มในทฤษฎี

กราฟที่ได้จากข้อ 3.1.2 โดยให้กราฟแทนระบบเครือข่าย

ที่ประกอบด้วยเซตของจุดและเซตของเส้นเชื่อม ดังนี้  
จดุแทนช่วงเวลาทีต้่องการในการท�างาน ซึง่จดุสองจดุใดๆ  
จะมีเส้นเชื่อมกันก็ต่อเมื่อช่วงเวลาที่ต้องการท�างาน 

สิ่งเดียวกันคาบเกี่ยวกัน

ส�าหรบัการเชือ่มต่อกราฟมคีวามหมาย ดังนี ้กราฟที ่1  
แทนระบบเครอืข่ายท่ี 1 และกราฟที ่2 แทนระบบเครอืข่าย 

ที ่2 โดยท่ีจดุของกราฟทัง้สองกราฟจะเชือ่มต่อกนั ก็ต่อเมือ่  
ช่วงเวลาที่ต้องการท�างานสิ่งเดียวกันของระบบเครือข่าย

ทั้งสองคาบเกี่ยวกันทั้งหมด

ส�าหรับการระบายสีเส้นเชื่อมในแบบจ�าลองกราฟ  
มคีวามหมาย ดงันี ้เส้นสองเส้นใดๆ จะให้สต่ีางกัน ก็ต่อเมือ่  
มีผู้ต้องการท�างานสิ่งเดียวกันในช่วงเวลาท่ีคาบเก่ียวกัน 
และจ�านวนสีเส้นเชื่อมแทนจ�านวนชิ้นงานท่ีเพียงพอต่อ

ความต้องการ และประหยัดทรัพยากร ภายในช่วงเวลา

ที่ก�าหนด

ส�าหรบัรงคเลขของเส้นเชือ่ม หรอืจ�านวนสเีส้นเชือ่ม

ท่ีน้อยท่ีสุดแทนจ�านวนชิ้นงานท่ีน้อยท่ีสุดท่ีเพียงพอต่อ

ความต้องการ และประหยัดทรัพยากร ภายในช่วงเวลาที่

ก�าหนด ซึง่รงคเลขท่ีได้จะมค่ีาอยูร่ะหว่างช่วงของขอบเขต

ที่ได้จากทฤษฎีบทหลัก ดังนี้

max{χ'(G1), χ'(G2)} ≤ {χ'(G1  G2) ≤ χ'(G1) + 
χ'(G2) + k
เมื่อ k = |{uv|u ∈ V(H1) ∧ v ∈ V(H2)}| 

3.2 อภิปรายผล
การจดัก�าหนดการเชือ่มโยงในระบบเครอืข่ายโดยใช้

ทฤษฎีบทเก่ียวกับการระบายสีเส้นเชื่อมในทฤษฎีกราฟ 
ที่ได้จากจุดมุ่งหมาย ข้อ 1 กล่าวได้ว่าทฤษฎีบท 3–6 
เป็นการจัดก�าหนดการขอบเขตบนแสดงค่ามากสุดและ

ขอบเขตล่างแสดงค่าน้อยสุดของรงคเลขของเส้นเชื่อม 

ของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชื่อม 

ของกราฟต้นฉบับ เพื่อจัดก�าหนดการเชื่อมโยงในระบบ

เครือข่าย โดยท่ีทฤษฎีบท 1 และ 2 ให้เป็นข้อสังเกต 
จ�านวนจุดและจ�านวนเส้นของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของ

จ�านวนจุดและจ�านวนเส้นของกราฟต้นฉบับ ตามล�าดับ 
เพื่อน�าไปสู่การหารงคเลขดังทฤษฎีบท 3 และ 5 เป็น 

ทฤษฎีบทหลกัโดยทฤษฎีบท 3 เป็นขอบเขตบนของรงคเลข 

ของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลข

ของเส้นเชื่อมของกราฟต้นฉบับ ส่วนทฤษฎีบท 5 เป็น

ขอบเขตล่างของรงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อม

ต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟต้นฉบับ 
ส่วนทฤษฎีบท 4 และ 6 เป็นการให้ข้อสังเกตเพิ่มเติม

เก่ียวกับการท่ีได้ขอบเขตบนและขอบเขตล่าง กล่าวคือ

ในทฤษฎีบท 3 ถงึ 6 เครือ่งหมายมากกว่าหรอืเท่ากบัและ 

น้อยกว่าหรือเท่ากับ (≥, ≤) ระบุขอบเขตค่ารงคเลข ส่วน 

จดุมุง่หมาย ข้อ 2 เงือ่นไขทีท่�าให้ได้รงคเลขของเส้นเชือ่ม 

ของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชื่อม

ของกราฟต้นฉบับ ผลการวิจัยพบว่าได้เงื่อนไขส�าคัญท่ี

ก�าหนดการเชื่อมโยงในระบบเครือข่ายตามจุดมุ่งหมาย

ข้อ 2 เป็นไปตามทฤษฎีบท 7 และ 8 เป็นเงื่อนไขที่ท�าให้
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ได้รงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของ 

รงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟต้นฉบบั กล่าวคอืทฤษฎีบท 7  
และ 8 เครื่องหมายเท่ากับ (=) ระบุขอบเขตค่ารงคเลข 
และจุดมุ่งหมาย ข้อ 3 การเชื่อมต่อกราฟมีการประยุกต์

โดยให้กราฟสองกราฟแทนระบบเครอืข่ายสองระบบใดๆ 

ที่เชื่อต่อกันได้โดยมีการท�างานส่ิงเดียวกันท่ีมีช่วงเวลา

ท�างานคาบเกี่ยวกันซึ่งเป็นเงื่อนไขท่ีท�าให้ท้ังสองระบบ

เชือ่มต่อกนัทีจ่ะท�าให้เกิดประสทิธภิาพเพิม่ขึน้โดยมคีวาม

ประหยัดและเพียงพอ

4. สรุป
การศึกษารงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อ

ของกราฟเชงิเดีย่วสองกราฟใดๆ ผลการวจิยัขอบเขตบน

และขอบเขตล่างของรงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟเชือ่ม

ต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟต้นฉบับมี

ทฤษฎีบทซึ่งได้รับการพิสูจน์ว่าเป็นจริงจากฐานความรู้ 
การก�าหนดนิยาม สนับสนุนข้อคาดกาณ์ได้ครบถ้วนท้ัง  
8 ข้อ กล่าวคือ ได้จ�านวนจุดของกราฟเชื่อมต่อในพจน์

ของจ�านวนจดุยอดของกราฟต้นฉบบัดังทฤษฎีบท 1 และ

หาจ�านวนเส้นเชือ่มของกราฟเชือ่มต่อในพจน์ของจ�านวน

เส้นเชือ่มของกราฟต้นฉบบัดังทฤษฎีบท 2 ได้ขอบเขตบน

ของรงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของ

รงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟต้นฉบับดังทฤษฎีบท 3 
และทฤษฎีบท 4 ขอบเขตล่างของรงคเลขของเส้นเชื่อม

ของกราฟเชื่อมต่อในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชื่อมของ

กราฟต้นฉบับ แสดงดังทฤษฎีบท 5 และทฤษฎีบท 6 
เงือ่นไขทีท่�าให้ได้รงคเลขของเส้นเชือ่มของกราฟเชือ่มต่อ 

ในพจน์ของรงคเลขของเส้นเชื่อมของกราฟต้นฉบับ  
ดังทฤษฎีบท 7 และทฤษฎีบท 8 นอกจากนัน้ ผลการศึกษา

กราฟเชื่อมต่อเกี่ยวกับขอบเขตบนและขอบเขตล่าง และ

เงือ่นไขของรงคเลขของเส้นเชือ่มสามารถน�าไปแก้ปัญหา

การเชื่อมต่อการท�างานเชิงระบบระหว่างเครือข่ายของ

สองเครือข่ายขบนฐานข้อมูลเทคโนโลยีสารสนเทศซึ่ง

เชื่อมต่อระบบเข้าด้วยกันแล้วมีประโยชน์สูงสุดท้ังในเชิง

ความรวดเรว็และศกัยภาพของการท�างานร่วมกันของสอง

ระบบอย่างมีประสิทธิภาพ
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