
505

The Journal of KMUTNB., Vol. 25, No. 3, Sep.–Dec. 2015
วารสารวชิาการพระจอมเกล้าพระนครเหนอื ปีท่ี 25 ฉบบัที ่3 ก.ย.–ธ.ค. 2558

ทฤษฎกีราฟเบ้ืองต้นและการประยุกต์

นิฟาตมะห์ มะกาเจ   
อาจารย์ ภาควชิาคณติศาสตร์และวทิยาการคอมพวิเตอร์  คณะวทิยาศาสตร์และเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัสงขลานครนิทร์  วทิยาเขตปัตตานี

อาทิตย์ อินทรสิทธิ์*
ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร์ 
วิทยาเขตปัตตานี 

* ผู้นิพนธ์ประสานงาน โทรศัพท์ 0-7331-2179 อีเมล: arthit.i@psu.ac.th

รับเมื่อ 7 ตุลาคม 2557 ตอบรับเมื่อ 12 พฤษภาคม 2558 เผยแพร่ออนไลน์ 21 กรกฎาคม 2558

DOI: 10.14416/j.kmutnb.2015.05.002  © 2015 King Mongkut’s University of Technology North Bangkok. All Rights Reserved.

บทคัดย่อ

ในบทความวชิาการฉบบันีไ้ด้อภปิรายถงึปัญหาคลาสสกิทีน่่าสนใจ 3 ปัญหาในทฤษฎีกราฟ ได้แก่ ปัญหาการจบัมอื

ทกัทายในงานเลีย้ง ปัญหาการเดินข้ามสะพานทัง้เจด็แห่งเมอืงเคอนกิส์แบร์ก และปัญหาการหาวงแฮมลิตนัและรอยเดิน 

ออยเลอร์ในกราฟ การหาค�าตอบของทั้งสามปัญหาอาศัยทฤษฎีที่เกี่ยวข้องกับกราฟออยเลอร์และกราฟแฮมิลตัน  
การแก้ปัญหาแรกก่อให้เกิดทฤษฎีบทแรกในทฤษฎีกราฟ ซึง่รูจ้กัในอกีชือ่หนึง่ว่า บทตัง้การจบัมอื (Handshaking Lemma)  

ค�าส�าคัญ: ทฤษฎีกราฟ กราฟออยเลอร์ กราฟแฮมิลตัน
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Abstract
In this paper, we discuss three interesting classic problems in graph theory: the Handshake problem, the 

Kӧnigsberg Bridge problem and the problem of finding Hamiltonian cycles and Euler trails. The solutions for 
the first three problems are obtained by applying theories related to Eulerian and Hamilto-nian Graphs. The first 
problem solving provided the first theory in graph theory known as Handshaking Lemma.
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1. บทน�า
 ในการแก้โจทย์ปัญหาหรอืเกมปรศินาบางข้อสามารถ 

ท�าได้โดยง่ายด้วยการอธิบายปัญหานั้นด้วยแผนภาพ

ตัวแทน ซึ่งเรียกว่า กราฟ (Graph) ท่ีเป็นแผนภาพ 

ที่ประกอบด้วยจุดยอด (Vertex) ที่วาดแทนด้วย จุดทึบ 
และเส้นเชื่อม (Edge) ที่เชื่อมโยงบางจุดยอด

 ในทางคณิตศาสตร์ไม่ได้มองกราฟเพียงแต่เป็น

แผนภาพเท่านั้น แต่ได้นิยามกราฟอย่างมีรูปแบบชัดเจน 
Clark และ Holton [1] ได้ให้นิยามกราฟดังนี้ กราฟ  
G = (V, E) ประกอบด้วยเซตจ�ากดั 2 เซต ได้แก่ 1) เซตของ 

จุดยอด V ที่ไม่เป็นเซตว่างและเรียกสมาชิกใน V ว่า  
จุดยอด 2) เซตของเส้นเชื่อม E ที่อาจเป็นเซตว่างได้และ

เรียกสมาชิกใน E ว่า เส้นเชื่อม แต่ละเส้นเชื่อม e ใน E  
ถูกก�าหนดด้วยคู่ไม่อันดับ (Unordered Pair) ของจุดยอด 
(u,v) ซึ่งเรียกว่า จุดยอดปลาย (End Vertex) ของ e ทั้งนี้

อาจแทนด้วย V(G) และ  E(G) เพื่อเน้นว่าเป็นเซตของ 

จุดยอดและเซตของเส้นเชื่อมของกราฟ G 
 กราฟต่อไปเป็นตัวแทนของการเชื่อมโยงเครือข่าย 

โทรคมนาคมในเมืองๆ หนึ่ง โดยมีจุดยอดแทนศูนย ์

โทรคมนาคมและเส้นเชื่อมแทนสายเคเบิลเชื่อมระหว่าง

ศูนย์ต่างๆ

 กราฟ G = (V, E) ในรปูที ่1 อธบิายในเชงิคณติศาสตร์ 

โดยมี

 V = {1,2,3,4,5} และ V = {a,b,c,d,e,f,g,h}

และมีจุดยอดปลายในแต่ละเส้นเชื่อมเป็นดังนี้

 a ↔ (1,2), b ↔ (2,3), c ↔ (2,4), d ↔ (2,5)
 e ↔ (4,4), f ↔ (4,5), g ↔ (3,5) และ h ↔ (3,5)

 ถ้าเส้นเชื่อม e มี u และ v เป็นจุดยอดปลาย แล้วจะ

กล่าวว่า e เชื่อม (Joint) u และ v  
 ถ้าจุดยอด u เชื่อมเข้ากับ u ด้วยเส้นเชื่อม e แล้วจะ

กล่าวว่า e เป็นเส้นเชื่อมวงวน (Loop)

 ถ้ามีเส้นเชื่อมในกราฟ G จ�านวนสองเส้นเชื่อม

หรือมากกว่าท่ีมีจุดยอดปลายเหมือนกัน แล้วจะกล่าวว่า  
เส้นเชื่อมเหล่านั้นว่า ขนานกัน (Parallel)
 กราฟทีไ่ม่มทีัง้เส้นเชือ่มวงวนและขนานกนัเป็นกราฟ 

ท่ีมีลักษณะเฉพาะและไม่ซับซ้อน ซึ่งจะมีชื่อเรียกเฉพาะ 
ตามลักษณะความไม่ซับซ้อนของกราฟนี้ ตามนิยาม 

ต่อไปนี ้ถ้า G เป็นกราฟท่ีไม่มเีส้นเชือ่มวงวนและขนานกัน

แล้วจะเรียก G ว่าเป็น กราฟเชิงเดียว (Simple Graphs)

1.1 แนวเดินในกราฟ 
 แนวเดิน (Walk) ในกราฟคือ ล�าดับจ�ากดัของจดุยอด

และเส้นเชือ่ม ซึง่เริม่ต้นและสิน้สดุด้วยจดุยอด ถ้า W แทน

แนวเดินแล้วจะอยู่ในรูปแบบดังนี้

 W = v0 e1 v1 e2 v2 ... vk-1 ek vk

 โดยที ่ei แทนเส้นเชื่อมที่มี vi-1 และ vi แทนจุดยอด

ปลายของเส้นเชื่อม ei เมื่อ 1 ≤ i ≤ k
 แนวเดิน W อาจถกูเรยีกว่า แนวเดิน v0 – vk หรอืแนว

เดินจาก v0 ถึง vk ทั้งนี้ จุดยอด v0 เป็น จุดก�าเนิด (Origin) 
ของ W และ จุดยอด vk เป็น จุดสิ้นสุด (Terminus) ของ W 
 v0 และ vk ไม่จ�าเป็นต้องแตกต่างกัน ถ้า v0 ≠ vk  
เรียก W ว่า แนวเดินเปิด (Open Walk) และจะเรียก W ว่า  
แนวเดินปิด (Closed Walk) ถ้า v0 = vk

 จุดยอด v1 ... vk-1 ใน W เรียกว่า จุดยอดภายใน  
(Internal Vertices)
 ความยาวของ W  คือ จ�านวนเส้นเชื่อมใน W

รูปที่ 1 กราฟตัวแทนของการเชื่อมโยงเครือข ่าย

โทรคมนาคมในเมืองๆ หนึ่ง

1 a 2 3

4 5

b

c
d

e f

g h
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 แนวเดินชัด (Trivial Walk) เป็นแนวเดินที่ไม่บรรจุ

เส้นเชื่อม

 ก�าหนดให ้W = v0 e1 v1 e2 v2 ... vk-1 ek vk เป็นแนวเดิน 
ถ้าทุกเส้นเชื่อม e1,e2,...,ek ใน W แตกต่างกัน แล้วแนว

เดินนั้นเป็นรอยเดิน (Trail) และในการเขียนล�าดับของ 

แนวเดินจะสามารถละเส้นเชื่อมได้ถ้าในกราฟไม่มีเส้น

เชื่อมวงวนหรือเส้นเชื่อมขนาน

 ถ้าทุกจุดยอด v1,v2,...,vk ในแนวเดิน W แตกต่างกัน 
แล้วจะเรียกแนวเดินนั้นว่า วิถี (Path)
 ในหวัข้อถดัไปจะได้ให้ชือ่รอยเดินท่ีมลีกัษณะเฉพาะ

ในกราฟ G

1.2 วงหรือวิถีปิดในกราฟ
 รอยเดินปิดไม่ชดั (Nontrivial Closed Trail) ในกราฟ  
G ถูกเรียกว่า วง (Cycle) ถ้าจุดก�าเนิดและจุดภายใน 

แตกต่างกัน กล่าวได้ว่า รอยเดินปิด C = v1 v2... vn v1 เป็นวง  
ถ้า C มีอย่างน้อย 1 เส้นเชื่อมโดยที ่v1,v2,...,vn  ซึ่งเป็น 

จุดยอดที่แตกต่างกัน n จุดยอด

 วงที่มีความยาว k หมายถึง วงที่มี k เส้นเชื่อม เรียก

วงนั้นว่า วง k
 วง k เป็นคู่หรือคี่ ขึ้นกับว่า k เป็นคู่หรือคี่

 วง 3 มักเรียกกันว่า สามเหลี่ยม

 จะกล่าวว่า เส้นเชือ่ม e ในกราฟ G กระทบ (Incident) 
จุดยอด v ถ้า v เป็นยอดปลายของ e
 เส้นเชือ่มใดๆ ในกราฟกระทบจุดยอด 1 จดุหรอื 2 จดุ  
วงวนในกราฟจงึหมายถงึ  เส้นเชือ่มกระทบบนจดุยอดเพยีง  
1 จุด อย่างไรก็ตาม จุดใดๆ ในกราฟอาจไม่กระทบกับ

เส้นเชื่อม หรือกระทบกับเส้นเชื่อมเป็นจ�านวนจ�ากัดก็ได้

 ถ้าเส้นเชื่อม e และ f กระทบจุดยอด v เดียวกัน  
จะกล่าวว่า e และ  f  เป็นเส้นเชื่อมประชิด (Adjacent) กัน

 ระดับขั้น (Degree) ของจุดยอด v ในกราฟ G ซึ่ง

แทนด้วย d(e) หรือ dG(e) (เมื่อต้องการเน้นว่าเป็นระดับ

ขั้นของจุดยอด v ในกราฟ G) คือ จ�านวนของเส้นเชื่อม 

ใน  G ทีก่ระทบบน v โดยนบัแต่ละวงวนเป็นจ�านวน 2 ครัง้

 ในเกมปริศนาหรือปัญหาท่ีซับซ้อนจ�านวนมากจะ

สามารถวเิคราะห์หาค�าตอบได้ด้วยความรูเ้กีย่วกับทฤษฎี

กราฟ ในบทความวิชาการฉบับนี้จะได้อภิปรายน�าเสนอ

ปัญหาที่น่าสนใจ 3 ปัญหา ดังนี้

1. ปัญหาการจับมือทักทายในงานเลี้ยง

2. ปัญหาการเดินข้ามสะพานทั้งเจ็ดแห่งเมือง 

เคอนิกส์แบร์ก

3. ปัญหาการหาวงแฮมิลตันและรอยเดินออยเลอร์

ในกราฟ

 ทัง้สามปัญหานีก่้อให้เกดิกราฟทีม่ลีกัษณะเฉพาะ  คอื

กราฟออยเลอร์และกราฟแฮมิลตัน ซึ่งรู้จักกันเป็นอย่างดี 

ในเวลาต่อมา โครงสร้างของกราฟทัง้สองนีม้สีมบตัทิีบ่รบิรูณ์ 

เพียบพร้อม จึงมักใช้กันอย่างแพร่หลายในงานวิจัยและ

การประยุกต์ต่างๆ

2. ปัญหาการจับมือทักทายในงานเลี้ยง

 ในงานเลี้ยงสังสรรค์งานหนึ่ง ถ้าผู้เข้าร่วมงานเลี้ยง

แต่ละคนสามารถจับมือเพื่อทักทายหรือลาจากผู้ร่วมงาน

คนอืน่ๆ ซึง่อาจจบัมอืทกัทายได้มากกว่าหนึง่ครัง้หรอือาจ

ไม่จบัมอืทักทายผูเ้ข้าร่วมงานคนใดเลยกไ็ด้  เมือ่งานเลีย้ง

สิ้นสุดพบว่า จะสามารถแบ่งกลุ่มผู้ร่วมงานได้ 2 กลุ่ม คือ

 (ก) กลุ่มผู้ร่วมงานทีจ่ับมือทกัทายเป็นจ�านวนคู่ครั้ง

 (ข) กลุ่มผู้ร่วมงานที่จับมือทักทายเป็นจ�านวนคี่ครั้ง

 เมื่อพิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างจ�านวนครั้งรวม 

ในการจบัมอืทกัทายกันของผูร่้วมงานเลีย้งแต่ละคนในกลุม่  
(ก) และ (ข) และจ�านวนครั้งในการจับมือทักทายกันของ 

ผูร่้วมงานเลีย้งคู่ใดๆ แล้วจะสามารถหาข้อสรปุอะไรได้บ้าง 

จากความสัมพันธ์ดังกล่าวนี้

 เราทราบแล้วว่า ระดับขั้นของจุดยอดคือ จ�านวน 

เส้นเชือ่มท่ีกระทบจดุยอดนัน้ แต่เนือ่งจาก 1 เส้นเชือ่มใดๆ  
จะกระทบ 2 จุดยอดเสมอ ดังนั้นจ�านวนเส้นเชื่อม ซึ่งคือ 

จ�านวนรวมของระดับขัน้ของจดุยอดต้องมเีป็นสองเท่าของ 

จ�านวนเส้นเชื่อมเสมอ ซึ่งเป็นจริงตามบทตั้งดังต่อไปนี้

	 บทตั้งที่ 2.1 บทตั้งแรกของทฤษฎีกราฟ [1]
 ส�าหรับกราฟ G ที่มีเส้นเชื่อมเป็นจ�านวนเส้นเชื่อม 
e เส้นและมีจุดยอด n จุด คือ v1,...,vn แล้ว
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 จดุยอดคู่ หมายถงึ จดุยอดทีม่รีะดับขัน้เป็นจ�านวนคู ่ 
และจุดยอดคี่ หมายถึง จุดยอดที่มีระดับขั้นเป็นจ�านวนคี่

 เมือ่แทนเส้นเชือ่มด้วยการจบัมอืและจดุยอดแทนคน 

ในงานเลีย้งสงัสรรค์ ดังรปูท่ี 2 โดยบทตัง้ที ่2.1 กล่าวได้ว่า  
ต้องมจี�านวนครัง้รวมในการจบัมอืของแต่ละคนในงานเลีย้ง 

เป็นสองเท่าของจ�านวนครั้งในการจับมือทักทายกันของ 

ผูร่้วมงานเลีย้งคูใ่ดๆ ในรปูที ่ 2  จ�านวนครัง้รวมในการจบัมอื 

ของแต่ละคนในงานเลี้ยงเท่ากับ 4 ครั้ง ส่วนจ�านวนครั้ง

ในการจับมือของผู้ร่วม งานเลี้ยงคู่ใดๆ เท่ากับ 2 ครั้ง  
ซึ่งสอดคล้องกับบทตั้งที่ 2.1
 เพื่อให้ง่ายแก่ความเข้าใจถึงความสัมพันธ์ระหว่าง

การจับมือทักทายและจ�านวนคนร่วมงาน ขอให้พิจารณา

แผนผงัในรปูที ่3 โดยก�าหนดให้ A และ B แทนจ�านวนคนใน

งานเลีย้งในกลุม่ (ก) และ (ข) ตามล�าดับ ขอให้พจิารณากลุม่ 
(ก) ซึง่หมายถงึ กลุม่ผูร่้วมงานแต่ละคนท่ีจบัมอืทักทายเป็น 

จ�านวนคูค่รัง้ก่อน  เนือ่งจากผลคูณของจ�านวนคู่กับจ�านวนคู่ 

หรือจ�านวนค่ีย่อมเป็นจ�านวนคู่เสมอ ดังนั้นไม่ว่ากลุ่ม 
(ก) จะมีคนเป็นจ�านวนคู่หรือคี่ก็ตาม จ�านวนครั้งรวมใน 

การจับมือต้องเป็นจ�านวนคู่เสมอ ซึ่งแทนด้วย α ดังนั้น  
α เป็นจ�านวนคู่ และกล่าวได้ว่า A เป็นจ�านวนคู่หรือคี่ก็ได้  
จงึท�าให้จ�านวนครัง้รวมท่ีเหลอืในการจบัมอืของแต่ละคน 

ในงานเลี้ยงเป็นจ�านวนคู่ ซึ่งแทนด้วย β เนื่องจากคนร่วม

งานเลี้ยงในกลุ่ม (ข) แต่ละคนมีจ�านวนครั้งในการจับมือ

เป็นจ�านวนคี่ จ�านวน β จะเป็นจ�านวนคู่ได้ก็ต่อเมือ่ B เป็น

จ�านวนคู่เท่านั้น 
 ข้อสรุปในความสัมพันธ์ดังกล่าวเป็นดังนี้ จ�านวน 

ผู้ร่วมงานที่แต่ละคนจับมือทักทายเป็นจ�านวนคู่มีอยู่เป็น

จ�านวนคู่หรือเป็นจ�านวนค่ีก็ได้ ส่วนจ�านวนผู้ร่วมงานท่ี

แต่ละคนจบัมอืทักทายเป็นจ�านวนค่ีจะมอียูเ่ป็นจ�านวนคูเ่สมอ

 จากตวัอย่างท่ีกล่าวมานี ้บทตัง้ที ่2.1 จงึรูจ้กัในชือ่ว่า  
บทตั้งการจับมือ (Handshaking Lemma)
 บทแทรกต่อไปนี้ จะสามารถสรุปความสัมพันธ์ของ

จ�านวนผู้ร่วมงานกับการจับมือเป็นจ�านวนคี่ครั้ง เมื่อให้ 

จุดยอดแทนผู ้ร ่วมงานและระดับขั้นแทนจ�านวนครั้ง 

ในการจับมือของแต่ละคน ได้ดังนี้

 บทแทรกที่	2.2 ส�าหรับกราฟใดๆ จ�านวนจุดยอดที่

มีระดับขั้นเป็นจ�านวนคี่มีอยู่เป็นจ�านวนคู่

3. ปัญหาการเดินข้ามสะพานทั้งเจ็ดแห่งเมือง 

เคอนิกส์แบร์ก 
 ป ัญหาการเดินข ้ามสะพานทั้ ง เจ็ดแห ่งเมือง 

เคอนิกส์แบร์กเป็นตัวอย่างของปัญหาเชิงปฏิบัติที่เป็น 

รูปธรรมและเป็นปัญหาที่เกิดขึ้นมานานแล้ว

 ก่อนอื่นจะได้ให้บทนิยามท่ีเก่ียวข้องเพิ่มเติม ดังนี้ 
เราทราบแล้วว่า รอยเดินในกราฟ G คือ แนวเดินที่ผ่าน

เส้นเชื่อมท่ีแตกต่างกันใน G กล่าวคือ ไม่มีเส้นเชื่อมใน 
G ที่ปรากฏในรอยเดินมากกว่า 1 ครั้ง

 รอยเดินใดๆ ใน G อาจไม่ปรากฏทุกเส้นเชื่อมใน  
G ก็ได ้แต่ถ้าทุกเส้นเชื่อมปรากฏอยู่ในรอยเดินๆ นั้นจะ

มีชื่อเรียกเฉพาะ ดังนี้

 รอยเดินใน  G  เรยีกว่า รอยเดนิออยเลอร์  (Euler Trail)  
ถ้ารอยเดินนั้นมีทุกเส้นเชื่อมใน G 

รูปที่ 2 กราฟตัวแทนการจับมือทักทายในงานเลี้ยง

X

Y

Z

 

                           

    

(ก)   

 
 มุ่ลกะลต่แนใ  

 
(ข)   

  

ใน อืมบัจราก ของ 
มุ่ลกนในคะลต่แ  

นคนวนาํจ  

 

ß    =   จำนวนคู่α

A × จำนวนคู่ B × จำนวนคี่

+

รูปที่ 3 แผนผังแสดงจ�านวนการจับมือและจ�านวนคน
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 กล่าวได้ว่า รอยเดิน เป็นรอยเดินออยเลอร์ ถ้าทกุเส้น

เชื่อมใน G ปรากฏอยู่ในรอยเดินนั้นเพียง 1 ครั้งเท่านั้น

 ทัวร์ (Tour) ของ G คือ แนวเดินปิดของ G ที่บรรจุ

ทุกเส้นเชื่อมของ G ท่ีปรากฏอย่างน้อย 1 ครั้งเท่านั้น  
(ซ�้าเส้นเชื่อมเดิมหรือไม่ซ�้าก็ได้)
 ทัวร์ออยเลอร์ (Euler Tour) ของ G คือ ทัวร์ที่บรรจุ

แต่ละเส้นเชื่อม G เพียง 1 ครั้งเท่านั้น

 กราฟและทฤษฎีกราฟเริ่มต้นในต้นคริสต์ศตรรษ

ที่ 18 เมื่อเลออนฮาร์ด ออยเลอร์ (Leonhard Euler)  
นักคณิตศาสตร์ชาวสวิตเซอร์แลนด์ได้แก้ปัญหาการเดิน

ผ่านสะพานท้ังเจด็แห่งเมอืงเคอนกิส์แบร์ก (Kӧnigsberg) 
ซึ่งเป็นเมืองหลวงในปรัสเซีย (Prussian) โดยข้ามสะพาน

แต่ละแห่งเพียง 1 ครั้งเท่านั้น ปัจจุบันได้เปลี่ยนชื่อเมือง

เป็น Kaliningrad ซึ่งอยู่สหพันธรัฐรัสเชียในปัจจุบัน

 แผนภาพทีไ่ม่ซบัซ้อนของปัญหาสะพานท้ังเจด็แห่ง

เมืองเคอนิกส์แบร์ก แสดงดังรูปที่ 4
 ในรูปที่ 4 A และ B แทนเกาะกลางแม่น�้าพรีเกิล 
(Pregel) ในปัจจุบันมีชื่อว่า Pregolya ท้ังสองเกาะเชื่อม

ระหว่างพื้นดิน C และ D ด้วยสะพานทั้ง 7 สะพาน

 ปัญหาท่ีน่าสนใจคือ ต้องการหาเส้นทาง (Route)  
ทีช่าวเมอืงเคอนกิส์แบร์กเริม่ต้นเดินจากพืน้ดินใดพืน้ดิน 

หนึง่ใน 4 แห่ง A, B, C และ D แล้วเดินข้ามสะพานทัง้ 7 
สะพาน โดยเดินผ่านสะพานแต่ละแห่งได้เพียง 1 ครั้ง

เท่านั้นและต้องกลับไปยังจุดเริ่มต้น

 ออยเลอร์แก้ปัญญาดังกล่าวนี้ โดยได้แปลงรูปท่ี 4 
ให้อยู่ในรูปของกราฟโดยให้พื้นดินท้ัง 4 แห่งแทนด้วย  
4 จุดยอด และให้สะพานทั้ง 7 สะพานแทนด้วยเส้นเชื่อม 
7 เส้น ดังรูปที่ 5
 ในปี ค.ศ. 1736 ออยเลอร์ [3] ได้แก้ปัญหาสะพานท้ัง

เจด็แห่งเมอืงเคอนกิส์แบร์ก โดยพจิารณากราฟ GKӧnigsberg 
ในรูปท่ี 5 เขาได้แสดงว่า กราฟ GKӧnigsberg ไม่มีรอยเดิน 

ออยเลอร์ กล่าวคือ เป็นไปไม่ได้ท่ีจะมีเส้นทางท่ีจะเดิน

ผ่านสะพานแต่ละแห่งได้เพียง 1 ครั้งเท่านั้นโดยต้องกลับ

ไปยังจุดเริ่มต้น 
 ในการแก้ปัญหานีก่้อให้เกิดกราฟทีม่ลีกัษณะเฉพาะขึน้  
ซึ่งเรียกว่า กราฟออยเลอร์ โดยออยเลอร์ได้พิสูจน์ว่า 
กราฟเชื่อมโยง G เป็นกราฟออยเลอร์ ถ้าระดับขั้นของ

แต่ละจุดยอดเป็นจ�านวนคู่ ในที่นี้ กราฟ G เป็นกราฟ 

เชือ่มโยง ถ้าทุกสองจดุยอดใดๆ ใน  G  มทีางเดินเชือ่มโยงกัน  
แต่ทุกสองจุดยอดใดๆ ใน G ไม่เชื่อมโยงกัน จะเรียกว่า

กราฟไม่เชื่อมโยง

 ข้อพสูิจน์ของออยเลอร์ข้างต้นนีเ้ป็นเงือ่นไขเพยีงพอ 
(Sufficient Condition) ต่อมาใน ค.ศ. 1873 Hierholzer 
ได้พิสูจน์ส่วนเงื่อนไขจ�าเป็น (Necessary Condition) 
ทฤษฎีบทต่อไปนี้เป็นข้อสรุปลักษณะ เฉพาะของกราฟ

ออยเลอร์ 
 ทฤษฎีบทที่ 3.1 กราฟ (มีอย่างน้อย 2 จุด) จะเป็น

กราฟออยเลอร์ ก็ต่อเมือ่ กราฟนัน้เป็นกราฟเชือ่มโยง และ

จุดยอดทุกจุดเป็นจุดยอดคู่

 เมื่อมองย้อนกลับไปในปัญหาสะพานทั้งเจ็ดแห่ง

เมืองเคอนิกส์แบร์ก สังเกตว่าทุกจุดยอดกราฟ GKӧnigsberg  
ในรปูที ่ 5  ไม่มรีะดับขัน้เป็นคู่เลย ดังนัน้โดยทฤษฎีบท  3.1  ได้ว่า  
GKӧnigsberg ไม่เป็นกราฟออยเลอร์ กล่าวคือ ไม่มแีนวเดินปิด

ใน GKӧnigsberg ทีเ่ชือ่มทุกจดุยอดใน GKӧnigsberg นัน่คือ เป็นไป

ไม่ได้ที่จะเดินผ่านสะพานท้ัง 7 แห่ง โดยเดินผ่านแต่ละ 

สะพานเพียงครั้งเดียวและย้อนกลับไป ณ จุดเริ่มต้นได้

รูปที่ 4 แผนที่ของเมืองเคอนิกส์แบร์ก
 

A B

C

D

รูปที่ 5 กราฟ GKӧnigsberg ตวัแทนของแผนทีเ่มอืงเคอนกิส์แบร์ก 

ในรูปที่ 4

A

C

D

B
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 นอกจากนี้กราฟออยเลอร์ยังมีลักษณะเฉพาะ 

อีกหนึ่งประการที่ส�าคัญ ซึ่งเป็นไปตามทฤษฎีบทต่อไปนี้

 ทฤษฎบีทที ่3.2 กราฟเชือ่มโยง G เป็นกราฟออยเลอร์  
ก็ต่อเมือ่ ถ้า G มวีง G(1),...,G(n) โดยทีท่กุเส้นเชือ่มของ G(1) 
อยู่ใน G(i) วงใดวงหนึ่งเพียงวงเดียว

 ในทฤษฎีบทนี้ กล่าวได้ว่า กราฟเชื่อมโยง G เป็น

กราฟออยเลอร์ ก็ต่อเมื่อ G เป็นยูเนียนของวงที่ไม่มีเส้น

เชื่อมร่วมกัน

 นิยามของยูเนียนของวง จะสามารถปรับเปลี่ยนได้

จากยูเนียนของกราฟ ตามนิยามต่อไปนี้

 ก�าหนดให้ G(V,E) และ H(U,E) เป็นกราฟโดยท่ี  
V ∩ U ≠ ϕ ยูเนียนของ G และ H แทนด้วยสัญลักษณ์ 

 G ∪ H หมายถึง กราฟที่มีเซตของจุดยอด V ∪ U และ

เซตของเส้นเชื่อม E ∪ F
 นอกจากนี้จะกล่าวว่า G และ H ไม่มีส่วนร่วมกัน 
(Disjoint) ถ้ากราฟท้ังสองไม่มีจุดยอดร่วมกัน และจะ

กล่าวว่า G และ H ไม่มีเส้นเชื่อมร่วมกัน (Edge Disjoint) 
ถ้ากราฟทั้งสองไม่มีเส้นเชื่อมร่วมกัน

 กราฟท่ีไม่มีจุดยอดคี่เลย หรือมีจุดยอดค่ีอย่างมาก

เพียง 2 จุดยอดเท่านั้นเป็นกราฟท่ีมีรอยเดินออยเลอร์ 
ลักษณะเฉพาะดังกล่าวนี้เป็นไปตามทฤษฎีบทต่อไปนี้

 ทฤษฎีบทที ่ 3.3  กราฟเชือ่มโยง  G  จะมรีอยเดินออยเลอร์  
ก็ต่อเมื่อ G มีจุดยอดคี่อย่างมากสองจุดยอดเท่านั้น

 เมือ่ประยกุต์ใช้ทฤษฎีบทที ่3.3 ในปัญหาของสะพาน

ทั้งเจ็ดแห่งเมืองเคอนิกส์แบร์ก ได้ว่า

 เพราะว่าจุดยอดทั้ง 4 ใน GKӧnigsberg มีระดับขั้นเป็น

จ�านวนค่ี ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 3.3 ได้ว่า GKӧnigsberg  
ไม่มีรอยเดินออยเลอร์

 อย่างไรกต็ามเมือ่เพิม่สะพาน 2 สะพานเข้าไปในแผนที่ 

ของเมืองเคอนิกส์แบร์ก โดยสะพานแรกเชื่อมระหว่าง 

พื้นดิน C และ D อีกสะพานเชื่อมระหว่างเกาะ A และ B  
ดังรูปที่ 6 ซึ่งมี G'Kӧnigsberg เป็นกราฟตัวแทนดังรูปที่ 7
 ทุกจุดยอดใน G'Kӧnigsberg มีระดับขั้นเป็นจ�านวนคู่  
โดยทฤษฎีบทที่ 3.1 ได้ว่า G'Kӧnigsberg เป็นกราฟออยเลอร์  
กล่าวได้ว่า มีเส้นทางที่จะเดินผ่านสะพานทั้ง 9 สะพาน

โดยผ่านแต่ละสะพานเพียงครั้งเดียวและย้อนกลับไป ณ 
จุดเริ่มต้นได้

 กราฟท่ีมีรอยเดินออยเลอร์มักพบอยู่ในหนังสือเกม

ฝึกสมองประลองปัญญาของเด็กๆ ซึ่งมักให้หารอยเดิน

ในแผนภาพท่ีก�าหนดโดยให้ลากผ่านเส้นเชื่อมทุกเส้น

เพียงครั้งเดียว นอกจากนี้จะต้องลากเส้นเชื่อมเพื่อสร้าง

รอยเดินอย่างต่อเนือ่งไม่ยกดินสอ รอยเดินท่ีต้องการหานี ้

คือรอยเดินออยเลอร์นั้นเอง ขอให้พิจารณากราฟใน 

รูปที่ 8 ต่อไปนี้ ในรูปท่ี 8 (ก) มีจุดยอดคี่เพียงสองจุด  
ดังนั้นโดยทฤษฎีบทท่ี 3.3 ได้ว่า กราฟในรูปท่ี 8 (ก)  
มรีอยเดินออยเลอร์ กล่าวคือ สามารถหารอยเดินท่ีปรากฏ

แต่ละเส้นเชื่อมเพียง 1 ครั้งเท่านั้นได้โดยไม่ยกดินสอได้  
ผู้อ่านสามารถทดลองหารอยเดินออยเลอร์ในรูปท่ี 8 (ก) 
ได้โดยง่าย ส่วนกราฟในรูปท่ี 8 (ข) นั้น เนื่องจากทุก 

จดุยอดเป็นจดุยอดคู่ ดังนัน้โดยทฤษฎีบท 3.3 จงึสามารถ

รูปที่ 7 กราฟ G'Kӧnigsberg ตวัแทนของแผนท่ีเมอืงเคอนกิส์แบร์ก 

ในรูปที่ 6

A B

C

D

A

C

D

B

รูปที่ 6 แผนที่ของเมืองเคอนิกส์แบร์กที่เพิ่มสะพาน

 
           (ก)                                            (ข)
รูปที่ 8 ตวัอย่างกราฟท่ีมรีอยเดินออยเลอร์  (ก) และกราฟ 

ที่มีทัวร์ออยเลอร์ (ข)
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หาทัวร์ออยเลอร์อย่างแน่นอน กล่าวคือ จะสามารถหา 

รอยเดนิปิดท่ีปรากฏแต่ละเส้นเชือ่มเพยีงครัง้เดียวได้โดย

ไม่ยกดินสอได้

 ทวัร์ออยเลอร์เป็นรอยเดินปิดทีผ่่านเส้นเชือ่มทกุเส้น 

ในกราฟเพยีงครัง้เดียว  ส�าหรบัการพจิารณาว่ากราฟแบบใด 

ทีจ่ะสามารถเคลือ่นท่ีตามเส้นเชือ่มภายในกราฟโดยผ่าน

จุดยอดทุกจุดยอดเพียงครั้งเดียวนั้นเป็นปัญหาที่มีการ

ศึกษาโดยนักคณิตศาสตร์ชาวอังกฤษ ชื่อ เซอร์วิลเลียม 
โรแวน แฮมิลตัน (Sir William Rowan Hamilton) ซึ่งจะ

ได้กล่าวรายละเอียดในหัวข้อถัดไป

 ผู้อ่านที่สนใจจะศึกษาการพิสูจน์ทฤษฎีบทท่ี 3.1, 
3.2 และ 3.3 ได้จากหนังสือ Clark และ Holton [1]

4. กราฟแฮมิลตัน
 วงแฮมิลตัน (Hamiltonian Cycle) ในกราฟ G คือ

วงที่บรรจุทุกจุดยอดในกราฟ G เรียกกราฟ G ว่ากราฟ 

แฮมิลตัน ถ้ากราฟนั้นบรรจุวงแฮมิลตัน

 กราฟแฮมลิตนั ตัง้ตามชือ่ของ เซอร์วลิเลยีม โรแวน 
แฮมิลตัน ซึ่งได้คิดค้นเกมปริศนา Icosian ขึ้นมา แล้วจึง

ขายให้ผู้ผลิตเกมในประเทศ Dublin ในราคา 25 เหรียญ

อังกฤษ (Guineas) เกมนี้เป็นเกมที่เกี่ยวข้องกับรูปทรง 

สบิสองหน้า (Dodecahedron) ซึง่มลีกัษณะดังรปูที ่9 ซึง่มี

จดุยอดจ�านวน 20 จดุยอด ซึง่แต่ละจดุยอดแทนเมอืงหลวง

ของ 20 ประเทศ และเส้นเชื่อมหมายถึงเส้นทางคมนาคม

ที่เชื่อมระหว่างเมืองหลวงเหล่านั้น

 จดุมุง่หมายของเกมคือต้องการหาทวัร์ไปบนเส้นเชือ่ม 

ที่ผ่านทุกเมืองเพียงครั้งเดียว โดยเริ่มต้นและสิ้นสุด ณ 
เมืองเดียวกัน กล่าวคือ ต้องการหาวงแฮมิลตันในกราฟ

รูปทรงสิบสองหน้า กราฟตัวแทนของรูปทรงสิบสองหน้า

ดังกล่าวนี้แสดงดังรูปที่ 10 นอกจากนี้ในรูปที่ 10 ได้แสดง

ตัวอย่างวงแฮมิลตัน (เส้นทึบ) ในกราฟตัวแทนรูปทรง 

สิบสองหน้าอีกด้วย

 ก่อนหน้านี้ได้ให้บทนิยามเส้นเชื่อมที่ขนานกันและ 

กราฟเชงิเดียวไปแล้ว ขอให้ผูอ่้านได้ลองทบทวนอกีครัง้หนึง่  
ถ้า Cn เป็นวงทีม่ ีn จดุยอดและม ีn เส้นเชือ่ม จะเรยีกกราฟ 

ที่มีลักษณะเช่นนี้ว่า วง n (n-cycle) ขอให้ผู้อ่านลอง 

ยกตัวอย่าง วง n เมื่อ n เป็นจ�านวนน้อยๆ ทั้งนี้จะเห็น 

ได้ชัดว่า Cn เป็นกราฟแฮมิลตันส�าหรับทุกค่า n ≥ 3 
 ปัจจุบันยังไม่มีทฤษฎีบทใดเลยท่ีบอกถึงเงื่อนไขท่ี

จ�าเป็นและเพียงพอของการเป็นกราฟแฮมิลตัน ส�าหรับ 

กราฟเชิงเดียวท่ีมีเงื่อนไขบางประการตามทฤษฎีบท

ต่อไปนี้จะสามารถตรวจสอบได้ว่าเป็นกราฟแฮมิลตัน  
Dirac [2]
 ทฤษฎีบทที่ 4.1 ถ้า G เป็นกราฟเชิงเดียวที่มี n  
จุดยอด โดยที่ n ≥ 3  และแต่ละจุดยอด v มีระดับขั้น  
d(v) ≥ n /2  แล้ว G เป็นกราฟแฮมิลตัน

 ขอให้สังเกตว่า จากทฤษฎีบทท่ี 4.1 จะต้องหาระดับ

ขัน้ของทกุจดุยอด v ในกราฟ G แต่กราฟบางกราฟซึง่เป็น

กราฟที่ซับซ้อนจะตรวจสอบได้ยาก

5. ปัญหาการตรวจสอบกราฟแฮมิลตัน

 ในหัวข้อนี้มีจุดประสงค์ที่ส�าคัญ 3 ประการ ดังนี้

1. น�าเสนอตัวอย่างการตรวจสอบการเป็นกราฟ 

รูปที่ 9 รูปทรงสิบสองหน้า

                   (ก)                                     (ข)
รูปที่ 10 กราฟตัวแทนของรูปทรงสิบสองหน้าในรูปที่ 9 

และตัวอย่างวงแฮมิลตัน
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แฮมลิตลั ทีไ่ม่สามารถตรวจสอบโดยทฤษฎีบทของ Dirac 
แต่สามารถตรวจสอบได้โดยวธิกีารของ Lynch ซึง่เนือ้หา

ในตอนต้นเป็นการทบทวนเนือ้หาบางส่วนในบทความ [4]
2. ในบทความนีไ้ด้น�าเสนอวธิกีารค�านวณหาผลรวม

ของเส้นเชื่อมของกราฟ Gn ซึ่งเป็นวิธีที่แตกต่างจากการ 

ค�านวณท่ี Lynch [4] ได้น�าเสนอ ผลลัพธ์ของวิธีการ 

ทั้งสองนี้เหมือนกัน เพียงแต่อยู่ในรูปแบบท่ีแตกต่างกัน 
ทั้งนี้จะได้อภิปรายขั้นตอนการสร้างกราฟ Gn ก่อนการ

อธิบายวิธีการค�านวณผลรวมเส้นเชื่อม

3. ในบทความของ Lynch [4] เป็นเพียงแต่การ

ตรวจสอบการเป็นกราฟแฮมลิตนัของกราฟ Gn แต่วธิกีาร

ค�านวณหาผลรวมของเส้นเชื่อมท่ีน�าเสนอในบทความนี้ 

มข้ีอดีเพิม่ขึน้ว่า จะท�าให้ทราบระดับขัน้ของแต่ละจดุยอด

ในกราฟ ซึ่งจะสามารถตรวจสอบการเป็นกราฟออยเลอร์

ของกราฟ Gn ได้อีกด้วย

 ขอให้พิจารณาปัญหาที่น่าท้าทายดังนี้ เพื่อน 7 คน 
คือ A, B, C, D, E, F และ G ต้องการนั่งรอบโต๊ะกลม 

ในงานเลี้ยงสังสรรค์งานหนึ่ง โดยมีเงื่อนว่า 
1. A ต้องไม่นั่งถัดจาก B หรือ C 
2. B ต้องไม่นั่งถัดจาก C, E หรือ G
3. C ต้องไม่นั่งถัดจาก D หรือ G และ

 4. E ต้องไม่นั่งถัดจาก G
 เมื่อแปลงปัญหานี้โดยกราฟตัวแทนที่ก�าหนดให ้

จุดยอด 1 ถึง 7 แทนเพื่อน C, F, B, D, G, A, และ E  
ตามล�าดับ และเส้นเชื่อมแทนการนั่งติดกันรอบโต๊ะกลม 
ซึ่งจะได้ดังรูปที่ 11
 เราเรยีกกราฟตวัแทนของปัญหา ซึง่แสดงในรปูท่ี 11  
ว่ากราฟ G7 แท้จริงแล้วปัญหาที่เราก�าลังศึกษาอยู่นี้

เป็นการหาวงแฮมิลตันในกราฟ G7

 Lynch [4] ได้พสิจูน์การมวีงแฮมลิตนัเพยีงหนึง่เดียว 

ของกราฟ  Gn  ถ้า  Gn  เป็นกราฟท่ีมจี�านวนจดุยอดเท่าใดก็ได้ 

ทีม่ากกว่า 3 และต้องมจี�านวนเฉลีย่ของระดับขัน้มากกว่า

ครึ่งหนึ่งของจ�านวนจุดยอดท้ังหมด กราฟท่ีมีลักษณะ 

ดังกล่าวนีส้ามารถน�าไปสร้างเป็นปัญหาเชาว์ท่ีน่าสนใจได้  
ดังเช่นปัญหาการจัดที่นั่งรอบโต๊ะกลมที่ก�าลังศึกษา 

อย่างไรก็ตามหากกราฟยิ่งมีจุดยอดมาก (มีขนาดใหญ่

มากขึ้น) ปัญหาเชาว์ที่ได้จะยิ่งมีความท้าทายมากยิ่งขึ้น

 เมือ่มองย้อนกลบัไปพจิารณากราฟ G7 รปูที ่11 ซึง่มี 

จุดยอดมากกว่า 3 จุดยอด จ�านวนเฉลี่ยของระดับขั้น

เท่ากับ 26/7 ≈ 3.7 ซึ่งมีค่ามากกว่า ครึ่งหนึ่งของจ�านวน

จุดยอด ซึ่งมีค่าเท่ากับ 7/2 = 3.5 ดังนั้นกราฟ G7 จะม ี

วงแฮมิลตันเพียงวงเดียวเท่านั้น กล่าวคือ จะมีวิธีจัดที่นั่ง

ตามเงื่อนไขที่ก�าลังศึกษาได้วิธีเดียวเท่านั้น คือ จัดให้ C, 
F, B, D, G, A, E, และ C นั่งถัดกันตามล�าดับ ในรูปที่ 11 
ด้านขวามือได้แสดงวิธีจัดล�าดับการนั่งรอบโต๊ะวงกลม 

ดังกล่าวนี้คือ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 1 
 ในการพสูิจน์ว่ากราฟ Gn มจี�านวนเฉลีย่ของระดับขัน้

มากกว่าครึง่หนึง่ของจ�านวนจุดยอดนัน้ Lynch ได้แสดงวธิี

การหาสูตรชัดแจ้งของ Sn ซึ่งคือผลรวมของเส้นเชื่อมของ

กราฟ Gn วิธีหนึ่ง โดยการสร้างกราฟ Gn+2 จากการเพิ่ม 

จดุยอดและเส้นเชือ่มเข้าไปในกราฟ  Gn  แล้วได้ความสัมพนัธ์

ระหว่าง Sn และ Sn+2 ในรูปแบบความสัมพันธ์เวียนเกิด  
Sn+2 = Sn + n + 1 โดยที่สูตรชัดแจ้งของ Sn ได้จากการหา

ผลเฉลยของความสัมพันธ์เวียนเกิดนี้ เป็นดังนี้

  (1)

 ในบทความวชิาการฉบบันีจ้ะได้เสนอวธิกีารค�านวณ 

จ�านวนเส้นเชื่อมของกราฟ Gn ในอีกวิธีหนึ่ง โดยการ

พจิารณาระดับขัน้ของแต่ละจดุยอด ก่อนอืน่จะขออภปิราย

ถึงวิธีการสร้างกราฟ Gn จากบทความ [4] ดังนี้

รูปที่ 11 กราฟ G7 ซึง่เป็นกราฟตวัแทนของปัญหาการนัง่ 

รอบโต๊ะกลมดังกล่าวข้างต้น

1   

2   7   

6   

4   

3   

5   

C  

F   E   

A   

D   

B   

G   
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 ขั้นตอนในการสร้างกราฟ Gn เป็นดังนี้

 ขัน้ที ่1 สร้างจดุยอด n จดุ และลากเส้นเชือ่มทัง้ n จดุ  
นั่นคือ เกิดเป็นรูป n เหลี่ยมที่มี n เส้นเชื่อม โดยก�าหนด

ให้ชื่อจุดยอดแต่ละจุดยอด 1,2,3...,3  และ n 
 ขั้นที่ 2 เพิ่มเส้นเชื่อมที่เหลือในกราฟ Gn โดยการ

ลากจากแต่ละจุดยอดที่เป็นเลขคู่ p เชื่อมไปยังจุดยอด q 
ที่ q > p
 กราฟ Gn ที่สร้างขึ้นมานี้เป็นกราฟที่มีเซตของ

จุดยอดคือ V(Gn) = {1,...,n} และเซตของเส้นเชื่อมคือ  
E(Gn)  = {( j,  j +1) : j = 1,...,n - 1} ∪ {(n, 1)} ∪ {( j, k)}: j  
เป็นจ�านวนคู่และ 2 ≤ j ≤ n, k ≥ j + 2}
 ต่อไปนี้จะยกตัวอย่างการสร้างกราฟ G7 ดังนี้

 ขั้นที่ 1 วาดจุดยอด 7 จุด และลากเส้นเชื่อมท้ัง  
7 จุด ได้รูป 7 เหลี่ยม โดยให้ชื่อจุดยอดแต่ละจุดยอดเป็น 
1,2,3,... และ  7 ดังรูปที่ 12 (ก)
 ขั้นที่ 2 ขอให้พิจารณาจุดยอด 2 จะมีเส้นเชื่อมกับ 

จดุยอด q ที ่q > 2 คอืจดุยอด 3, 4, 5, 6 และ 7 แต่จดุยอด 3  
มเีส้นเชือ่มกบัจดุยอด 2 อยูแ่ล้วจงึเพิม่แต่เพยีงเส้นเชือ่ม 

กับจดุยอด 4, 5, 6 และ 7 ซึง่รวมทัง้หมด 4 เส้น ดังรปูที ่12 (ข)
 เมื่อพิจารณาท่ีจุดยอด 4 ที่ต้องเพิ่มเส้นเชื่อมอีก 2  
เท่านั้นเส้นคือ {4,6} และ {4,7} และเมื่อพิจารณาที่ 

จุดยอด 6 ไม่มีการเพิ่มเส้นเชื่อมแล้ว กราฟ G7 สมบูรณ์ 

ที่ได้จากการสร้างดังกล่าวนี้แสดงในรูปที่ 12 (ค)

 เราได้อภิปรายให้ทราบแล้วว่า Lynch [4] ได้พิสูจน์

ว่ากราฟ Gn มีวงแฮมิลตันเพียงหนึ่งเดียว โดยวงนี้มี 

จดุเริม่ต้นคอืจดุยอดทีม่ชีือ่ 1 และผ่านจดุยอดท้ังหมดโดย

เรียงล�าดับตามตัวเลขจากน้อยไปหามาก และส้ินสุดท่ี 

จุดเริ่มต้น ดังนั้นขอให้สังเกตว่า กราฟ Gn มีวงแฮมิลตัน

คือ 1,2,3,...n,1 ส�าหรับทุก n ≥ 3
	 วิธีการค�านวณจ�านวนเส้นเชื่อมในกราฟ	Gn

 ต่อไปจะกล่าวถึงวิธีการค�านวณจ�านวนเส้นเชื่อม

ของกราฟ Gn ขอให้สังเกตว่า เมื่อพิจารณาระดับขั้นของ

แต่ละจุดยอดในกราฟ Gn ควบคู่กับหลักการสร้างกราฟ 
Gn แล้วจะพบว่า ส�าหรับจุดยอดที่มีชื่อก�ากับเป็นเลขคี่ q 
นั้นได้ว่า ระดับขั้นของจุดยอด q โดยค�านวณได้จาก

                                        เมื่อ  q ≠ 1

 
                                        เมื่อ  q = 1

 ถ้า q = 2k – 1 เมื่อ k = 1,2,...m โดยที่ m แทน

จ�านวนจุดยอดท่ีมีชื่อก�ากับเป็นเลขค่ีและมีความสัมพันธ์

กับจ�านวนจุดยอดทั้งหมดในกราฟ Gn ดังนี้

  เมื่อ n เป็นจ�านวนคี่

  เมื่อ n เป็นจ�านวนคู่

จึงได้ว่า 

 
 

 ส�าหรบัจดุยอดทีม่ชีือ่ก�ากบัเป็นเลขคู ่  p  ได้ว่า ระดับขัน้ 

ของจุดยอด p ค�านวณได้จาก

  เมื่อ  p ≠ n

  เมื่อ  p = n

รูปที่ 12 ตัวอย่างการสร้างกราฟ G7

1  

2   

G7   

3   

4   5   

7   

 1   

2   7   

1  

2  7   

4  

3   6   
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 ถ้า p = 2k เมื่อ k = 1,2,3...,m' โดยที่ m' คือจ�านวน 

จุดยอดที่มีชื่อก�ากับเป็นเลขคู่ และมีความสัมพันธ์กับ

จ�านวนจุดยอดทั้งหมดในกราฟ Gn ดังนี้

                                        เมื่อ n เป็นจ�านวนคี่

 
                                        เมื่อ n เป็นจ�านวนคู่

จึงได้ว่า

 เมื่อ n เป็นจ�านวนคี่

 เมื่อ n เป็นจ�านวนคู่

 

 เมื่อ n เป็นจ�านวนคี่

 เมื่อ n เป็นจ�านวนคู่

 

 เมื่อ n เป็นจ�านวนคี่

 เมื่อ n เป็นจ�านวนคู่

 

 

 เมื่อพิจารณาผลรวมของระดับขั้น Gn โดยแบ่งเป็น

สองกรณี ได้ดังนี้

 กรณี 1 เมื่อ n เป็นจ�านวนคี่ ได้ว่า

 
 

 เนือ่งจากกรณ ีn เป็นจ�านวนค่ี มว่ีา  และ  
 ดังนั้น

 

  (2)

 กรณี 2 เมื่อ n เป็นจ�านวนคู่

 

 

 เนื่องจากกรณี n เป็นจ�านวนคู ่มีว่า m' = m  = n / 2 

ดังนั้น

  (3)

 จากทัง้สองกรณแีละบทตัง้ 2.1 ได้ว่า จ�านวนเส้นเชือ่ม 

ในกราฟแทนด้วย Sn เท่ากับ (Σd(v)) / 2 เมื่อแทน (2) และ 
(4) ลงใน Σd(v) จึงได้

                                        เมื่อ n เป็นจ�านวนคี่

  (4)
                                        เมื่อ n เป็นจ�านวนคู่

 ดังนั้นผลลัพธ์ท่ีได้จากสูตร (4) คือสูตรเดียวกัน

กับผลลัพธ์ของ Lynch [4] เพียงแต่เขียนต่างรูปแบบกัน  

ก่อนหน้านี้ เราได้ตรวจสอบว่ากราฟ Gn จะมีวงแฮมิลตัน

หรือไม่จากเงื่อนไขท่ีเก่ียวข้องกับระดับขั้นของจุดยอด  
มีข้อสังเกตว่า เราไม่สามารถใช้ทฤษฎีบท 4.1 ในการ 

ตรวจสอบการมีวงแฮมิลตันของกราฟ Gn ได้ เพราะว่า  
 ส�าหรับบางค่า n เช่น G3 และ G4 สามารถ 

ตรวจสอบได้ แต่ส�าหรับ Gn เมื่อ n ≥ 5 ทฤษฎีบทที่ 4.1  
ไม่สามารถตรวจสอบได้

 ท้ายสุดนี้จะได้พิจารณาถึงการตรวจสอบกราฟ 

ออยเลอร์จากระดับขั้นของจุดยอดบ้างดังนี้ ทั้งนี้รูปที่ 13 
แสดงกราฟ G3

 เมื่อพิจารณาระดับขั้นของ d(v) ของแต่ละจุดยอด v 
ในกราฟ Gn และจากทฤษฎีบท 3.1 พบว่า Gn ไม่เป็นกราฟ

ออยเลอร์เมื่อ n ≥ 4 แต่ G3 เป็นกราฟออยเลอร์ เพราะ G3 
เป็นกราฟเชือ่มโยงและทุกจดุยอดเป็นมดีกีรเีป็นจ�านวนคู่  
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หลังจากทุกจุดยอดมีดีกรีเป็นจ�านวนคู่ดังรูปที่ 13 ทั้งนี้ 

รูปที่ 14 แสดงกราฟ G4 และ G5

 แต่เมื่อการพิจารณาระดับขั้นของแต่ละจุดยอด 

ในกราฟ Gn โดยสมการ (2) และ (4) ร่วมกับทฤษฎีบท 3.3  
ได้ว่ากราฟ G4, G5, G6 และ G7 มรีอยเดินออยเลอร์ เพราะมี

จดุยอดคีเ่พยีง 2 จดุและ Gn เมือ่ n ≥ 8 มจีดุยอดค่ีมากกว่า 
2 จุด จึงได้ว่าไม่มีรอยเดินออยเลอร์

 G4 มีรอยเดินออยเลอร์ โดยมีจุดปลายของรอยเดิน

คือ 2, 4 เช่น 2, 1, 4, 3, 2 และ 4 
 G5 มีจุดปลายของรอยเดินคือ 4, 5 เช่น 4, 3, 2, 1, 5, 
4, 2 และ 5 
 G6 จะมีรอยเดินออยเลอร์ จุดปลายคือ 2, 5 และ G7  
จะมีรอยเดินออยเลอร์ จุดปลายคือ 5, 4

8. สรุป
 ในบทความวิชาการฉบับนี้จะได้น�าเสนอการหา 

ค�าตอบของปัญหาโดยใช้ความรูเ้ก่ียวกบัทฤษฎีกราฟของ

ปัญหาคลาสสิกที่ส�าคัญ 3 ปัญหา ได้แก่ ปัญหาการจับมือ

ทกัทายในงานเลีย้ง ปัญหาการเดินข้ามสะพานทัง้เจด็แห่ง

เมอืงเคอนกิส์แบร์ก ปัญหาการหาวงแฮมลิตนัและรอยเดิน

ออยเลอร์ในกราฟ นอกจากนีไ้ด้อธบิายการแก้ปัญหาโดย

อาศัยความรู้เก่ียวกับกราฟออยเลอร์และกราฟแฮมิลตัน  
โครงสร้างของกราฟทัง้สองนีม้สีมบตัท่ีิบรบิรูณ์เพยีบพร้อม 

จึงเป็นท่ีรู้จักกันอย่างแพร่หลาย และเป็นกราฟพื้นฐาน 

ที่ส�าคัญในขยายงานวิจัยต่างๆ อีกมากมาย
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รูปที่ 14 ตัวอย่างกราฟ G4 และ G5
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