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บทคัด้ย่อ

บทความนี�เสนอการประยุกต์ใช้ิวธิบีาวน์ดิารเีอลเิมนต์เพ่�อวเิคราะห์แผู่้นพ่�นหนาที�ทำจัากวัสดิอุอกเซติกแบบออร์โททรอปิก  

โดิยใชิส้มมตฐิ์านแผู้น่พ่�นหนาตามทฤษฎีขีองมนิดิล์นิซ่�งพจิัารณาการเสยีรปูเน่�องจัากแรงเฉือ่น โดิยวสัดิปุระเภทออกเซตกิเปน็

วัสดิุที�มีค่าอัตราส่วนปัวซงเป็นลบ ซ่�งเป็นผู้ลเน่�องจัากการจััดิเรียงโครงสร้างภายในของวัสดิุ ลักษณะของแผู้่นพ่�นที�ใชิ้ในการ

วิเคราะห์จัะเป็นแผู้่นพ่�นที�มีที�รองรับแบบต่างๆ หร่อมีที�รองรับแบบผู้สม งานวิจััยนี�ประยุกต์ใชิ้หลักการสมการแอนะล็อกซ่�ง

จัะสามารถแทนสมการควบคุมดิั�งเดิิมของปัญหาซ่�งมีความซับซ้อนทางคณิตศิาสตร์ดิ้วยสมการปัวซงสามสมการ ภายใต้การ 

กระทำจัากแหลง่กำเนดิิสมมตโิดิยมเีง่�อนไขที�ขอบเขตคงเดิมิ จัากนั�นใชิเ้ทคนคิของวธิบีาวนด์ิารเีอลเิมนตร์ว่มกบัเรเดิยีลเบสสิ 

ฟัังก์ชิันทำให้ได้ิสมการอินทิกรัลที�ขอบเขต ซ่�งจัะมีการแบ่งเอลิเมนต์เฉืพาะที�ขอบเขตของปัญหาเท่านั�น จัากผู้ลการศิ่กษา

แสดิงให้เห็นว่าผู้ลการคำนวณจัากงานวิจััยนี�มีความถูกต้องที�ดิีเยี�ยมเม่�อเทียบกับคำตอบที�ไดิ้จัากวิธีเชิิงวิเคราะห์ และมีความ

สอดิคล้องกับคำตอบที�ไดิ้จัากวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์ ผู้ลกระทบของพารามิเตอร์ต่างๆ ต่อการตอบสนองของโครงสร้างแผู้่นพ่�น 

ไดิ้รับการศิ่กษาอย่างละเอียดิ และเพ่�อแสดิงให้เห็นถ่งประสิทธิภาพของวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ที�นำเสนอในงานบทความนี�  

แผู้่นพ่�นที�มีรูปร่างซับซ้อนแบบต่างๆ ไดิ้ทำการวิเคราะห์และเปรียบเทียบผู้ลการคำนวณที�ไดิ้จัากวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์ 

คำสำคัญ: วิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ ทฤษฎีีแผู้่นพ่�นหนาของมินดิ์ลิน วัสดิุออร์โททรอปิก วัสดิุออกเซติก

การอ้างอิงบทความ: ศิิรกร จัีระดิิษฐ์์, บุญมี ชิินนาบุญ, และ สมชิาย ชิูชิีพสกุล, “การวิเคราะห์แผู้่นพ่�นหนาออกเซติกแบบออร์โททรอปิกดิ้วยวิธ ี

บาวนด์ิารเีอลเิมนต,์” วารสารวชิาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนอื, ปทีี� 34, ฉืบบัที� 1, หนา้ 1–14, เลขที�บทความ 241-045611, ม.ค.–ม.ีค. 2567.
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Abstract

The aim of this paper is to propose the application of boundary element method to analyze thick  

orthotropic auxetic plates based on Mindlin’s thick plate theory in which the shear deformation is considered.  

Auxetics are defined as materials possess a negative Poisson’s ratio due to their internal structures.  

Arbitrary plates with various or mixed boundary conditions are studied. This research employs the principle  

of the analog equation. According to this concept, the complicated governing differential equations of 

the original problem are replaced by three Poisson’s equations with fictitious sources under the same 

boundary conditions. Then the boundary element technique together with the radial basis function 

series is applied to establish the boundary integral equations. Thus, the solution of the problem can be 

obtained from the boundary integral equations which the boundary of the problem is only discretized 

into elements. Numerical results from the proposed method show an excellent accuracy compared with 

available analytical solutions and are in good agreement with the finite element solution. The influences 

of various parameters on responses of plate structures are thoroughly investigated. To demonstrate  

efficiency of the boundary element method proposed in this paper, thick orthotropic auxetic plates with 

complex shapes are analyzed and compared the obtained numerical results with those from the finite 

element solution.
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1. บทนำ 

 ในปัจัจัุบันเทคโนโลยีทางวิศิวกรรมโครงสร้างไดิ้มีการ

พฒันาข่�นมาอยา่งตอ่เน่�อง โดิยการพฒันาจัะตอ้งอาศิยัการนำ

แนวคิดิใหม่ๆ เข้ามาประยุกต์ใชิ้เพ่�อเพิ�มความหลากหลาย

และความสะดิวกในการใชิ้งานมากข่�น ซ่�งในการจัะเล่อกใชิ้

โครงสร้างและวัสดิุให้เหมาะสมนั�นจัะต้องอาศัิยความเข้าใจั

ในพฤตกิรรมของโครงสรา้งและวสัดินุั�นดิว้ย ในงานวจิัยันี�ทาง

ผูู้้วิจััยมีความสนใจัในเร่�องของการวิเคราะห์โครงสร้างแผู้่น

พ่�นหนาออกเซติกแบบออร์โททรอปิกที�คำน่งถ่งพฤติกรรม

การเสียรูปเน่�องจัากแรงเฉื่อนที�มีที�รองรับแบบต่างๆ หร่อมี

ที�รองรับแบบผู้สม และมีแรงกระจัายสม�ำเสมอกระทำกับ

กับแผู่้นพ่�นที�พิจัารณา โดิยมีทฤษฎีีของแผู่้นพ่�นเป็นไปตาม 

สมมติฐ์านแผู่้นพ่�นของ Mindlin [1] ซ่�งเป็นแผู่้นพ่�นหนา 

ปานกลางที�มีอัตราส่วนของความหนาของแผู่้นพ่�นต่อ 

ความยาวดิ้านหร่อรัศิมีของแผู้่นพ่�น ตั�งแต่ 0.1–0.2 

 วสัดิขุองแผู้น่พ่�นที�นำมาใชิใ้นงานวจิัยันี� คอ่ วสัดิปุระเภท

ออกเซตกิแบบออรโ์ททรอปกิ วสัดิอุอรโ์ททรอปกิจัดัิเปน็วสัดิุ

ประเภทแอนไอโซทรอปิกที�มีคุณ สมบัติของวัสดิุแตกต่างกัน

ตามแกนหลกัทั�ง 3 แกน ที�ตั�งฉืากกนั เชิน่ ไม ้แผู้น่พ่�นลามเินต  

ซ่�งมค่ีามอดิลุสัยด่ิหยุ่นแตกต่างกนัในแต่ละทศิิทางที�ตั�งฉืากกนั  

ส่งผู้ลให้ สามารถรับแรงในแต่ละทิศิทางไดิ้ไม่เท่ากัน และ

สำหรับวัสดิุประเภทออกเซติกนั�น เป็นวัสดิุที�มีค่าอัตราส่วน

ปัวซงเป็นลบ โดิยจัะมีพฤติกรรมการเสียรูปค่อ เม่�อใส่แรงดิ่ง

วัตถุจัะขยายออกในแนวตั�งฉืากกับแรงที�กระทำ และเม่�อใส่

แรงอดัิวตัถจุัะหดิตวัในแนวตั�งฉืากกบัแรงที�กระทำ ซ่�งเปน็ผู้ล

เน่�องมาจัากการจัดัิเรยีงโครงสรา้งภายในของวสัดิ ุประโยชิน์

ของวัสดิุออกเซติก ค่อ มีความสามารถในการดิูดิซับพลังงาน

ไดิ้ดิี ชิ่วยเพิ�มค่าความแข็งเฉื่อน (Shear Stiffness) ของวัสดิุ 

และมีความ สามารถในการป้องกันการแตกหักของวัสดิุไดิ้ดิี 

ตัวอย่างการประยุกต์ใชิ้วัสดุิออกเซติกในงานวิศิวกรรม เชิ่น 

แผู้่นพ่�นประกบแบบออกเซติก(Sandwich Auxetic Plate) 

 ในงานวิจััยนี�จัะนำเสนอการประยุกต์ใชิ้วิธีบาวน์ดิาร ี

เอลิเมนต์ในการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นหนาออกเซติก แบบ 

ออรโ์ททรอปกิที�คำนง่ถง่การเสยีรปูเน่�องจัากแรงเฉือ่น ซ่�งวธินีี� 

จัะทำการคำนวณโดิยการแบ่งเอลเิมนต์เฉืพาะที�บรเิวณขอบเขต  

(Boundary) แล้วนำค่าที�ไดิ้จัากการคำนวณที�ขอบเขตกลับ

ไปแทนค่าในสมการอินทิกรัลเพ่�อหาคำตอบภายในโดิเมน 

ที�ต้องการพิจัารณา ทำให้ชิ่วยประหยัดิเวลาในการคำนวณ 

และคำตอบที�ไดิ้จัะมีความแม่นยำกว่าวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์ 

โดิยในกระบวนการบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ เน่�องจัากสมการของ

ปัญหาของแผู่้นพ่�นที�พิจัารณาในงานวิจััยนี�มีความซับซ้อน 

Katsikadelis [2] จั่งไดิ้เสนอแนะให้ประยุกต์ใชิ้วิธีสมการ 

แอนะลอ็ก (Analog Equation Method) ในการสรา้งระบบ

สมการ ซ่�งจัะสามารถหาคำตอบไดิ้โดิยตรงดิ้วยวิธีบาวน์ดิาร ี

เอลิเมนต์ สำหรับงานวิจััยที�ผู้่านมา ใน ค.ศิ. 1988 Pandya 

และ Kant [3] ไดิ้มีการนำวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์มาประยุกต์ใชิ้

ในการวิเคราะห์ปัญหาการดิัดิของแผู้่นพ่�นออร์โททรอปิกที�

รับแรงกระจัายสม�ำเสมอและแรงกระทำแบบจุัดิที�ก่�งกลาง 

แผู่้นพ่�นและมทีี�รองรบัแบบธรรมดิา (Simple Support) ถดัิมา 

ใน ค.ศิ. 1991 Wang และ Huang [4] ไดิ้ทำการประยุกต์ใชิ ้

วธิบีาวน์ดิารีเอลิเมนต์ในการวิเคราะห์พฤติกรรมของแผู่้นพ่�นหนา 

ประเภทออร์โททรอปิกที�มีแรงกระจัายสม�ำเสมอกระทำกับ

แผู้่นพ่�นโดิยมีที�รองรับแบบย่ดิแน่น (Clamped Support) 

และแบบธรรมดิา โดิยใชิ้สมมติฐ์านในการวิเคราะห์แผู้่นพ่�น

ตามทฤษฎีแีผู้น่พ่�นของ Reissner [5] โดิยใชิฟ้ังักช์ินัเคอร์เนล 

ในการหาคำตอบของปรพินัธ์ที�ขอบเขต และใน ค.ศิ. 2015 Ba-

bouskos และ Katsikadelis [6] ไดิ้ใชิ้วิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต ์

ในการวิเคราะห์ปัญหาการดิัดิของแผู่้นพ่�นหนาประเภท

แอนไอโซทรอปิก โดิยคำตอบที�ได้ิจัากการวิเคราะห์มีความ

สอดิคล้องกับวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์และวิธีเชิิงวิเคราะห์ตาม

ทฤษฎีีของ Mindlin จัากนั�นใน ค.ศิ. 2015 Lim [7] ไดิ้มีการ

วิจััยผู้ลของการเสียรูปเน่�องจัากแรงเฉื่อนของแผู่้นพ่�นออก

เซติกประเภทไอโซทรอปิกโดิยไดิ้เสนอให้ใชิ้สูตรปรับแก้แรง

เฉื่อนจัากสูตรแม่นตรงของ Mindlin โดิยไดิ้ทำการปรับปรุง

สูตรปรับแก้แรงเฉื่อนเพ่�อให้ใชิ้งานไดิ้เหมาะสมยิ�งข่�น

 วตัถุประสงค์ของงานวิจัยันี� คอ่ เพ่�อศิก่ษาการประยุกต์ใช้ิ 

วิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ในการวิเคราะห์พฤติกรรมการเสียรูป 

เน่�องจัากแรงเฉือ่นของแผู่้นพ่�นหนาออกเซตกิ แบบออร์โททรอปิก 

และศ่ิกษาผู้ลกระทบจัากการเปลี�ยนแปลงค่าพารามิเตอร์

ตา่งๆ ของแผู่้นพ่�นที�พจิัารณา เชิน่ การเปลี�ยนแปลงของอัตรา
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สว่นปวัซงที�มคีา่เปน็บวกและลบ การเปลี�ยนแปลงอตัราสว่น

ของมอดิลุสัยด่ิหยุน่ในแตล่ะทศิิทาง และเพ่�อตรวจัสอบความ 

แม่นยำของวธิบีาวน์ดิารเีอลิเมนต์โดิยการเปรียบเทียบคำตอบ 

ที�ไดิ้จัากงานวิจััยนี�กับคำตอบที�ได้ิจัากวิธีเชิิงวิเคราะห์และ

วิธีเชิิงเลขอ่�นๆ รวมไปถ่งประยุกต์ใชิ้วิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ 

ในการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นรูปร่างอ่�นๆ ที�ซับซ้อน แล้วนำคำตอบ 

ที�ไดิ้ไปเทียบกับวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์ ซ่�งจัะแสดิงให้เห็นถ่ง 

ประสิทธิภาพและข้อดีิของวิธบีาวน์ดิารีเอลิเมนต์ที�แบ่งเอลิเมนต์ 

เฉืพาะขอบเขตเท่านั�น ในขณะที�วิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์จัำเป็น

ต้องแบ่งเอลิเมนต์ตามโดิเมนของแผู้่นพิ�น 

2. วิัสดุ้ อุปิกรณ์์แลิะวิิธีีการวิิจััย

2.1 วิัสดุ้ออร์โททรอปิิก

 วัสดิุออร์โททรอปิก (Orthotropic Material) จัะม ี

คณุสมบตัขิองวสัดิแุตกต่างกนัตามแกนหลกั 3 แกน ที�ตั�งฉืากกนั  

โดิยมีความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น และความเครียดิดัิง

สมการที� (1) 

  

  (1)

 จัากสมการที� (1) Hwu [8] ไดิ้กำหนดิค่า คงที�ย่ดิหยุ่น 

Cij ไว้ดิังสมการที� (2)–(4) 

  (2)

  (3)

  (4)

 โดิยที� Ex และ Ey ค่อ ค่ามอดิุลัสย่ดิหยุ่นในแกน x และ 

y, Gxy, Gxz และ Gyz คอ่คา่มอดิลุสัยด่ิหยุน่เฉือ่นในทศิิทาง xy 

ทิศิทาง xz และทิศิทาง yz ตามลำดิับ และ vxy, vyx ค่ออัตรา

ส่วนปัวซงในทิศิทาง xy และ yx ตามลำดิับโดิยที� vyx มีค่า

เท่ากับ Ey vxy/Ex  

2.2 วิัสดุ้ออกเซติิก

 วัสดิุออกเซติก (Auxetic Material) ค่อ วัสดิุที�มีค่า

อัตราส่วนปัวซงเป็นลบซ่�งเป็นผู้ลเน่�องมาจัากรูปร่างโมเลกุล

ของวัสดิุ โดิยมีพฤติกรรมการเสียรูปค่อเม่�อใส่แรงดิ่ง วัตถุจัะ

ขยายออกในแนวตั�งฉืากกับแรงที�กระทำ และเม่�อใส่แรงอัดิ 

วัตถุจัะหดิตัวในแนวตั�งฉืากกับแรงที�กระทำ โดิย Lim [7] ไดิ้

เสนอใหใ้ชิส้ตูรปรบัแกแ้รงเฉือ่นที�เหมาะสมสำหรบัชิว่งอตัรา

ส่วนปัวซงตั�งแต่ –1 ถ่ง 0.5 ดิังสมการที� (5)

 Ks = –0.0748v3 – 0.0266v2 + 0.3339v + 0.7637 (5)

 เม่�อ Ks ค่อ ค่าปรับแก้แรงเฉื่อน และ v ค่อ อัตราส่วน

ปัวซง

2.3 ระบบสมการของแผ่่นพื้้�นห์นาออร์โททรอปิิกติาม

ทฤษฎีีแผ่่นพื้้�นของ Mindlin

 ทฤษฎีีแผู้่นพ่�นหนาของ Mindlin มีสมมติฐ์าน ค่อ 

เม่�อแผู่้นพ่�นมีการเสียรูป ระนาบที�ตั�งฉืากกับพ่�นผิู้วก่�งกลาง 

ความหนาของแผู่้นพ่�นจัะยังคงเป็นระนาบ แต่เส้นที�ตั�งฉืากกับ 

พ่�นผิู้วก่�งกลางความหนาของแผู่้นพ่�นจัะไม่ตั�งฉืากหลังจัาก

แผู้่นพ่�นเสียรูป ดิังแสดิงในรูปที� 1 โดิยมีการกระจััดิของ 

แผู้่นพ่�นดิังสมการที� (6)–(8) 

 u(x, y, z) = zϕx(x, y)   (6)

 v(x, y, z) = zϕy(x, y)   (7)

 w(x, y, z) = w(x, y)  (8)
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 โดิยที� u และ v ค่อ การกระจััดิในทิศิทางแกน x และ y 

ตามลำดิบั ขณะที� w, ϕx และ ϕy คอ่ การโกง่ตวัในทศิิทางแกน 

z การหมุนรอบแกน y และ x ตามลำดิับ ซ่�งค่าโมเมนต์ดิัดิ 

โมเมนต์บิดิ และแรงเฉื่อนจัะมีความสัมพันธ์กับการเคล่�อนที�

ดิังสมการที� (9)–(11) 

  (9)

 Mxy = –Myx (10)

  (11)

เม่�อ       , Aij = KshCij ซ่�ง h ค่อ ความหนาของ 

แผู้่นพ่�น และ Ks ค่อ ค่าปรับแก้แรงเฉื่อน ซ่�งหาไดิ้จัาก 

สมการที� (5) และเม่�อใชิห้ลกัการแปรผัู้นของพลงังาน [9] โดิย

มีแรงกระจัายสม�ำเสมอ f  กระทำกับแผู้่นพ่�นทำให้ไดิ้สมการ

สมดิุลของแผู้่นพ่�นดิังสมการที� (12)–(14)

  (12)

  (13)

  (14)

 สำหรับสมการเง่�อนไขของที�รองรับแต่ละประเภทของ

แผู้่นพ่�นสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบทั�วไป ไดิ้ดิังนี�

  (15)

  (16)

  (17)

เม่�อ

  (18)

  (19)

  (20)

  (21)

 เม่�อ nx = cosα และ ny = sinα ดิังแสดิงในรูปที� 2 และ

จัากสมการที� (15)–(17) ที�รองรับแตล่ะประเภทจัะมคีา่ αi, βi 

และ γi(i = 1, 2, 3) ดิังนี�

1) ที�รองรับแบบย่ดิแน่น (Clamped support)

 α1 = 1, α2 = 0, α3 = 0, β1 = 1, β2 = 0, β3 = 0,  

รูปิที� 1 การเสียรูปตามสมมติฐ์านของ Mindlin

รูปิที� 2 แรงและการกระจััดิที�ขอบเขต
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γ1 = 1, γ2 = 0, γ3 = 0 

2) ที�รองรับธรรมดิาแบบอ่อน (Soft type Simply 

Support)

 α1 = 1, α2 = 0, α3 = 0, β1 = 0, β2 = 1, β3 = 0,  

γ1 = 0, γ2 = 1, γ3 = 0

3) ที�รองรับธรรมดิาแบบแข็ง (Hard type Simply 

Support)

 α1 = 1, α2 = 0, α3 = 0, β1 = 0, β2 = 1, β3 = 0,  

γ1 = 1, γ2 = 0, γ3 = 0

4) ที�รองรับแบบอิสระ (Free Support)

 α1 = 0, α2 = 1, α3 = 0, β1 = 0, β2 = 1, β3 = 0,  

γ1 = 0, γ2 = 1, γ3 = 0

5) ที�รองรับย่ดิหยุ่น (Elastic Support)

 α1 = ks(z) , α2 = 1, α3 = 0, β1 = 0, β2 = 1, β3 = 0,  

γ1 = 0, γ2 = 1, γ3 = 0

6) ที�รองรับยด่ิหยุน่แบบยด่ิรั�ง (Rotational Restraint)

 α1 = 1, α2 = 0, α3 = 0, β1 = kr(z) , β2 = 1, β3 = 0,  

γ1 = 1, γ2 = 0, γ3 = 0

 โดิยที� ks(z) และ kr(z) ค่อ ค่าสติฟัเนสต้านทานการ

เคล่�อนที� (Translational Stiffness) และค่าสติฟัเนส

ต้านทานการหมุน (Rotational Stiffness) ตามลำดิับ

2.4 วิิธีีสมการแอนะลิ็อก 

 ในการหาคำตอบของสมการที� (12)–(17) จัะทำไดิ้

ค่อนข้างยากเน่�องจัากสมการมีความซับซ้อนในงานวิจััยนี�จั่ง 

ประยกุตใ์ชิห้ลกัการสมการแอนะลอ็ก [2] กลา่วคอ่ สมการเชิงิ

อนพุนัธข์องปญัหาแผู้น่พ่�นหนาออกเซตกิแบบออรโ์ททรอปกิ 

จัะสามารถถกูแทนที�ดิว้ยสมการปวัซง (Poisson’s Equation)  

สามสมการ ภายใต้การกระทำจัากแหล่งกำเนิดิสมมติ  

(Fictitious Sources) และคงไว้ซ่�งเง่�อนไขที�ขอบเขตเดิิม ซ่�ง

ตัวแปรที�ไม่ทราบค่าของปัญหาที�ต้องการทราบในงานวิจััยนี� 

ค่อค่าการโก่งตัว และค่าการหมุน โดิยสามารถหาไดิ้จัากสม

การปัวซง ดิังแสดิงในสมการที� (22)–(24)

  (22)

  (23)

  (24)

 โดิยที� b1, b2 และ b3 คอ่ แหลง่กำเนดิิสมมตภิายในโดิเมน 

ซ่�งสามารถประยุกต์ใชิ้เอกลักษณ์ข้อที�สองของกรีนส์ [10] 

เพ่�อเปลี�ยนสมการที� (22)–(24) ให้อยู่ในรูปสมการปริพันธ ์

ดิังแสดิงในสมการที� (25)–(27) โดิยมีจัุดิที�แรงกระทำ 

(Source Point) ค่อจัุดิ p และจัุดิที�พิจัาณา (Field Point) 

ค่อจัุดิ q 

  (25)

  (26)

  (27)

 โดิยที� ε = 1 เม่�อ p ϵ Ω และ ε = 0.5 เม่�อ p ϵ Γ 

และ u* ค่อคำตอบพ่�นฐ์านมีค่าเท่ากับ lnr/2π และ  ค่อ  

อนุพันธ์ของคำตอบพ่�นฐ์านในทิศิตั�งฉืากกับขอบเขต ณ จัุดิ 

q โดิยที� r = |q – p| ซ่�งพจัน์b1, b2 และ b3 สามารถแปลง

ให้อยู่ในรูปของผู้ลรวม   โดิยที� l = 1, 2, 

3 และ M ค่อจัำนวนจัดุิภายในโดิเมน (Collocation Points) 

และ fj = fj (r) สามารถประมาณค่าไดิ้ดิ้วยวิธี Radial Basis 

Functions [11] โดิยที� r ≡ rji = |pi – pj| ค่อ ระยะระหว่าง

จัุดิภายในโดิเมน pj(xj, yj) กับจัุดิใดิๆ pi(xi, yi) ϵ Ω ∪ Γ  

ซ่�งมีตำแหน่งแสดิงดัิงรูปที� 3 ซ่�งจัากการประยุกต์ ใชิ้

ทฤษฎีีที�สองของกรีนส์เพ่�อแก้สมการปัวซง  จัะ

ไดิ้คำตอบเฉืพาะ  และเม่�อแทนใน 

สมการที� (25)–(27) จัะไดิ้เป็นสมการปริพันธ์ที�ขอบเขต 

ดิังสมการที� (28)–(30)

  (28)
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  (29)

  (30)

 เม่�อทำการอนุพันธ์สมการที� (28)–(30) ในทิศิทางแกน

สัมผู้ัสที�จัุดิ p เม่�อ p ϵ Γ และแกนสัมผู้ัสค่อ τ ={τx, τy} จัะไดิ้

ดิังสมการที� (31)–(33)

  (31)

  (32)

  (33)

 ตัวแปรไม่ทราบค่าในโดิเมนหาไดิ้จัากการอนุพันธ์

สมการปริพันธ์ที�ขอบเขตได้ิ เม่�อกำหนดิให้ v, g = 0, x, y 

และ p ϵ Ω จัะไดิ้ 

  (34)

  (35)

  (36)

 โดิยที�ค่าปริพันธ์ที�ขอบเขตของ u* และ  สามารถ

หาไดิ้จัากการใชิ้เคอร์เนลฟัังก์ชิัน (Kernel Function) [12] 

และจัากสมการที� (12)–(21) พบว่า มีตัวแปรไม่ทราบค่าที�

ขอบเขตทั�งหมดิ ค่อ w, w,n, w,t,  ϕx, ϕx,n, ϕx,t, ϕy, ϕy,n และ ϕy,t  

ที�สามารถหาไดิโ้ดิยตรงโดิยใชิส้มการที� (12)–(17), (28)–(33) 

เม่�อทราบคา่ aj ซ่�งสามารถหาไดิโ้ดิยใชิร้ะเบยีบวธิเีชิงิเลข [13] 

โดิยสามารถอธิบายในสมการเมทริกซ์ไดิ้ ดิังสมการที� (37) 

  (37)

 เม่�อ [A] คอ่ คา่ปรพินัธที์�ขอบเขตของเคอรเ์นล และคา่

สัมประสิทธิ�จัากเง่�อนไขที�ขอบเขตประเภทต่างๆ โดิยมีขนาดิ 

9N × 9N, {x} ค่อ ตัวแปรไม่ทราบค่าที�ขอบเขตมีขนาดิ  

9N × 1, [C] ค่อ ค่าของสัมประสิทธิ�หน้าพจัน์ aj มีขนาดิ  

9N × 3M, {B} ค่อ ค่าของ α3, β3 และ γ3 มีขนาดิ 9N × 1  

และ {aj} ค่อ สัมประสิทธิ�ไม่ทราบค่าที�ต้องการหา โดิยมี

ขนาดิ 3M × 1 เม่�อ N ค่อ จัำนวนเอลิเมนต์ (Constant  

Elements) ที�ขอบเขต และ M ค่อ จัำนวนจัุดิในโดิเมน

3. ผ่ลิการทด้ลิอง

3.1 ควิามแม่นยำของวิิธีีบาวิน์ด้ารีเอลิิเมนติ์

 ในหั วข้ อนี� จั ะนำผู้ลการวิ เ คราะห์ที� ไ ดิ้ จั ากวิ ธ ี

บาวน์ดิารีเอลิเมนต์ไปเทียบกับคำตอบที�ไดิ้จัากวิธีเชิิง 

วิเคราะห์ และวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์ เพ่�อแสดิงให้เห็นถ่งความ

ถูกต้อง และประสิทธิภาพของวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ที�เสนอ

ในงานวิจััยนี� 

รูปิที� 3 จุัดิที�แรงกระทำ (Source Point) จัุดิที�พิจัารณา 

(Field Point) และจัุดิภายในโดิเมน (Collocation 

Point)
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3.1.1 แผู้น่พ่�นวงกลมหนาไอโซทรอปิกรัศิมี a = 1 เมตร 

ภายใต้น�ำหนกับรรทกุกระจัายสม�ำเสมอ q = 1,000 กโิลพาสคลั  

และมีที�รองรับแบบย่ดิแน่น โดิยที� h = 0.2, 0.25 และ  

0.3 เมตร E = 2.039 × 1010 กิโลพาสคัล v = 0.3, G =  

0.784 × 1010 กิโลพาสคัล M = 379 จัุดิ N = 400 เอลิเมนต์ 

แสดิงผู้ลการคำนวณสมการที� (38) ดิังตารางที� 1 

 %Diff. = |คำตอบจัากวิธีอ่�น-คำตอบจัากงานวิจััยนี�| 

คำตอบจัากวิธีอ่�น
 × 100

  (38)

ติารางที� 1 ผู้ลการเปรียบเทียบค่าการโก่งตัวสูงสุดิ และค่า

โมเมนต์ดิัดิสูงสุดิแบบไร้หน่วยของแผู้่นพ่�นตาม

หัวข้อที� 3.1.1

  

Present Analytical 
[14] %Diff. Present Analytical 

[14] %Diff.

0.2 0.01843 0.01848 0.2706 0.08139 0.08125 0.1723

0.25 0.01023 0.01029 0.5831 0.08136 0.08125 0.1354

0.3 0.00648 0.00653 0.7657 0.08134 0.08125 0.1108

3.1.2 แผู้่นพ่�นวงกลมหนาออกเซติกแบบไอโซทรอปิก 

ภายใต้น�ำหนกับรรทกุกระจัายสม�ำเสมอ q = 1,000 กโิลพาสคลั  

และมีที�รองรับแบบย่ดิแน่น โดิยที� แผู้่นพ่�นมีรัศิมี a = 1 เมตร  

v = –0.9, –0.25, 0 และ 0.25, h = 0.1, 0.2 เมตร, E =  

2.039 × 1010 กิโลพาสคัล M = 379 จัุดิ N = 400 เอลิเมนต์ 

โดิยมีผู้ลดิังตารางที� 2 เม่�อคำนวณตามสมการที� (38)

3.1.3 แผู่้นพ่�นสี�เหลี�ยมจัตุัรสัหนาประเภทออร์โททรอปิก

ขนาดิ 1 × 1 เมตร2 ภายใต้น�ำหนักบรรทุกกระจัายสม�ำเสมอ 

q = 1,000 กโิลพาสคลั และมทีี�รองรบัธรรมดิาแบบแขง็ (Hard 

Type) โดิยที� Ey = 1 × 106 กิโลพาสคัล v = 0.25, h = 0.1, 

0.2 เมตร Gxy = Gxz = 0.6Ey, Gyz = 0.5Ey, M = 625 จัุดิ  

N = 400 ชิิ�น แสดิงผู้ลการคำนวณ ดิังตารางที� 3 และ 4 เม่�อ 

คำนวณตามสมการที� (38)

ติารางที� 2 ผู้ลการเปรียบเทียบค่าการโก่งตัวสูงสุดิแบบ 

ไร้หน่วยของแผู้่นพ่�นตามหัวข้อที� 3.1.2

 

 

Method
Poisson’s Ratio

–0.9 –0.25 0 0.25

0.1
Present 0.0164 0.0810 0.0865 0.0815

Analytical [15] 0.0161 0.0795 0.0851 0.0803
%Diff. 1.8634 1.8868 1.6451 1.4944

0.2
Present 0.0175 0.0873 0.0942 0.0905

Analytical [15] 0.0174 0.0868 0.0937 0.0901
%Diff. 0.5747 0.5760 0.5336 0.4440

ติารางที� 3 ผู้ลการเปรียบเทียบค่าการโก่งตัวสูงสุดิและค่า

โมเมนตใ์นทศิิทางแกน x สงูสดุิแบบไรห้นว่ยของ

แผู้่นพ่�นตามหัวข้อที� 3.1.3

Present FEM [3] %Diff. Present FEM [3] %Diff.

3
0.1 293.940293.270 0.2285 0.0710 0.0716 0.8380

0.2 21.470 21.200 1.2736 0.0698 0.0695 0.4317

10
0.1 158.010158.190 0.1138 0.1099 0.1114 1.3465

0.2 13.693 13.680 0.0950 0.1045 0.1051 0.5709

40
0.1 67.327 67.700 0.5510 0.1317 0.1344 2.0089

0.2 8.813 8.900 0.9775 0.1244 0.1266 1.7378

ติารางที� 4 ผู้ลการเปรียบเทียบค่าโมเมนต์ในทิศิทางแกน y 

สูงสุดิและค่าโมเมนต์บิดิสูงสุดิแบบไร้หน่วยของ

แผู้่นพ่�นตามหัวข้อที� 3.1.3

Present FEM [3] %Diff. Present FEM [3] %Diff.

3
0.1 0.0261 0.0265 1.5094 0.0310 0.0319 2.8213

0.2 0.0270 0.0278 2.8777 0.0314 0.0314 0.0000

10
0.1 0.0133 0.0147 9.5238 0.0169 0.0171 1.1696

0.2 0.0157 0.0171 8.1871 0.0187 0.0191 2.0942

40
0.1 0.0071 0.0083 14.4578 0.0075 0.0074 1.3514

0.2 0.0109 0.0122 10.6557 0.0105 0.0110 4.5455
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 จัากตารางที� 1 และ 2 คา่การโก่งตัวและโมเมนตด์ิดัิที�ได้ิ 

จัากวิธีบาวน์มารีเอลิเมนต์ที�นำเสนอในบทความนี�มีความ 

ถูกต้องแม่นยำสูงเม่�อเปรียบเทียบกับคำตอบแม่นตรงที�ได้ิ

จัากวิธีเชิิงวิเคราะห์ ซ่�งแสดิงให้เห็นถ่งข้อดิีของวิธีบาวน์ดิาร ี

เอลิเมนต์ เน่�องจัากวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์จัะทำการแบ่ง 

เอลิเมนต์เฉืพาะที�ขอบเขต ทำให้วิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์มี

ข้อไดิ้เปรียบมากกว่าวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์ที�อาจัจัะมีความ 

คลาดิเคล่�อนจัากการแบง่เอลเิมนตภ์ายในโดิเมน เชิน่ Shear 

Locking และจัากตารางที� 1–4 แสดิงให้เห็นว่าวิธีบาวน์ดิารี 

เอลิเมนต์มีความถูกต้องแม่นยำเม่�อเปรียบเทียบกับคำตอบ 

ที�ไดิจ้ัากวธิเีชิงิวเิคราะหแ์ละมคีำตอบที�ใกลเ้คยีงสอดิคลอ้งกบั 

ผู้ลการคำนวณจัากวิธไีฟัไนท์เอลิเมนต์ ทั�งในกรณีที�แผู่้นพ่�นมี

คุณสมบัติเป็นไอโซทรอปิก ออกเซติกแบบไอโซทรอปิก และ

ออกเซติกแบบออร์โททรอปิก รวมทั�งสามารถวิเคราะห์แผู้่น

พ่�นที�มีรูปร่างเป็นวงกลม และสี�เหลี�ยม ที�มีเง่อนไขขอบเขต

แบบต่างๆ แสดิงให้เห็นว่าวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ที�นำเสนอ

นี�สามารถนำมาประยุกต์ใชิ้ในการวิเคราะห์ปัญหาแผู่้นพ่�นที�

พิจัารณาในงานวิจััยนี�ไดิ้อย่างมีประสิทธิภาพ

3.2 การศึึกษาผ่ลิกระทบเน้�องจัากค่าพื้ารามิเติอร์ของ 

แผ่่นพื้้�น แลิะค่า kr ของที�รองรับย้ด้ห์ยุ่นแบบยึด้รั�ง

 ในหัวข้อนี�จัะทำการพิจัารณาผู้ลกระทบเน่�องจัากค่า

พารามิเตอร์ของแผู่้นพ่�น คอ่ ความหนา และค่ามอดุิลสัยด่ิหยุน่

ของแผู้่นพ่�น โดิยในการวิเคราะห์จัะทำการเปรียบเทียบผู้ล 

ที�ไดิ้จัากการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นวงกลมหนาออกเซติกแบบ 

ออร์โททรอปิกดิ้วยวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ กับคำตอบจัากวิธี

เชิิงวิเคราะห์ [15] ของแผู่้นพ่�นวงกลมหนาออกเซติกแบบ 

ไอโซทรอปิก และจัะทำการศิ่กษาผู้ลกระทบของค่า kr ของ

ที�รองรับย่ดิ หยุ่นแบบย่ดิรั�งโดิยมีตัวอย่างดิังนี� 

3.2.1 แผู้่นพ่� นหนาวงกลมหนาออกเซติกแบบ 

ออร์โททรอปิก ขนาดิรัศิมี 1 เมตร ภายใต้น�ำหนักบรรทุก

กระจัายสม�ำเสมอ q = 1 กิโลพาสคัล และมีที�รองรับแบบ 

ยด่ิแน่น โดิยที� Ey = 1 × 106 กโิลพาสคลั vxy = vxz = vyz = –0.3,  

Gxy = Gxz = Gyz = 7.14 × 105 กิโลพาสคัล M = 379 จัุดิ  

N = 400 เอลิเมนต์ โดิยมีผู้ลการวิเคราะห์ดิังรูปที� 4 

3.2.2 แผู้่นพ่�นสี�เหลี�ยมจััตุรัสหนาออกเซติกแบบออร์

โททรอปิก ขนาดิ 1 × 1 ตารางเมตร ภายใต้น�ำหนักบรรทุก

กระจัายสม�ำเสมอ q = 20 กโิลพาสคัล และมีที�รองรับยด่ิหยุน่

แบบย่ดิรั�ง (Elastic Restraint) โดิยที� h = 0.1 เมตร Ex =  

3 × 106, Ey = 1 × 106 กิโลพาสคัล vxy = vxz = vyz = 

–0.25, Gxy = Gxz = 0.6Ey, Gyz = 0.5Ey, M = 625 จัุดิ  

N = 400 เอลิเมนต์ ซ่�งผู้ลการวิเคราะห์ที�ไดิ้จัะแสดิงค่าแบบ

ไร้หน่วยตามสมการที� (39)–(42) ดิังตารางที� 5

ติารางที� 5 ผู้ลการวิเคราะห์พฤติกรรมของแผู้่นพ่�นแบบ 

ไร้หน่วย ตามหัวข้อที� 3.2.2
kr w    

Simply 
Supported

346.4589 0.0715 0.0183 0.0362

0 346.4589 0.0715 0.0183 0.0362
1 345.9426 0.0714 0.0183 0.0361

102 304.4371 0.0634 0.0169 0.0296
103 187.4438 0.0418 0.0124 0.0140
104 119.6417 0.0308 0.0084 0.0084
105 108.5681 0.0292 0.0076 0.0077
106 107.3789 0.0291 0.0075 0.0076

Clamped 
Support

107.2458 0.0290 0.0075 0.0076

  (39)

รูปิที� 4 ค่าการโก่งตัวของแผู้่นพ่�นตามหัวข้อที� 3.2.1
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  (40)

  (41)

  (42)

 จัากรูปที� 4 พบว่า เม่�อ Ex/Ey มีค่าน้อยค่าการโก่งตัว 

ของแผู้่นพ่�นที�พิจัารณาจัะมีค่ามาก และการโก่งตัวจัะลดิลง

เม่�อ Ex/Ey มากข่�น ซ่�งเม่�อ Ex/Ey มค่ีาใกล้เคยีง 1 ค่าการโก่งตวั

ของแผู่้นพ่�นหนาออกเซติกแบบออร์โททรอปิกจัะมีพฤติกรรม

ใกล้เคียงกับแผู่้นพ่�นออกเซติกแบบไอโซทรอปิก [15] และ

เม่�อความหนาของแผู่้นพ่�นเพิ�มข่�น ค่าการโก่งตัวก็จัะลดิลง 

เชิ่นเดิียวกัน จัากตารางที� 5 พบว่า เม่�อค่า kr มีค่าน้อยจัน

เท่ากับ 0 พฤติกรรมที�เกิดิข่�นของแผู่้นพ่�นดิังกล่าว จัะมี

พฤติกรรมที�สอดิคล้องกับกรณีที�แผู้่นพ่�นมีที�รองรับธรรมดิา

แบบแข็ง และเม่�อค่า kr มีค่ามากพฤติกรรมของแผู่้นพ่�นดัิง

กลา่วจัะมคีวามสอดิคลอ้งกบักรณแีผู้น่พ่�นมทีี�รองรบัแบบยด่ิ

แน่น ซ่�งเป็นไปตามทฤษฎีี ดิังนั�น เง่�อนไขขอบเขตที�รองรับ

ย่ดิหยุ่นแบบย่ดิรั�งที�นำเสนอในงานวิจััยนี� จั่งสามารถจัำลอง

ที�รองรบัใหม้พีฤตกิรรมระหว่างแบบธรรมดิาและแบบยด่ิแน่น 

ซ่�งมีความใกล้เคียงกับสภาพความเป็นจัริงในโครงสร้าง

3.3 การวิเิคราะห์์แผ่่นพื้้�นห์นาออกเซติกิแบบออร์โททรอปิิก 

โด้ยวิิธีีบาวิน์ด้ารีเอลิิเมนติ์

 ในหัวข้อนี�จัะทำการศิ่กษาพฤติกรรมแผู่้นพ่�นหนา 

ออกเซติกแบบออร์โททรอปิกที�มีอัตราส่วนปัวซงตั�งแต่ –1.0 

ถ่ง 0.5 โดิยใชิ้สูตรปรับแก้แรงเฉื่อนจัากสมการที� (5) และ 

ผู้ลการวเิคราะห์ที�ได้ิจัะแปลงให้เป็นคำตอบแบบไร้หน่วยตาม

สมการที� (39)–(42)

3.3.1 แผู้่นพ่�นหนาสี� เหลี�ยมจััตุรัสออกเซติกแบบ 

ออร์โททรอปิก ขนาดิ 1 ตารางเมตร ภายใต้น�ำหนักบรรทุก

กระจัายสม�ำเสมอ q = 1,000 กิโลพาสคัล และมีที�รองรับ 

แบบย่ดิแน่น โดิยที� h = 0.2 เมตร Ey = 1 × 106 กิโลพาสคัล 

Gxy = Gxz = 0.6 Ey, Gyz = 0.5 Ey, M = 625 จัุดิ N = 400 

เอลิเมนต์ โดิยผู้ลการวิเคราะห์แสดิงดิังรูปที� 5

(ก) ค่าการโก่งตัวสูงสุดิ

(ข) ค่าโมเมนต์ดิัดิสูงสุดิในทิศิทางแกน y 

รูปิที� 5 ผู้ลการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นหนาสี�เหลี�ยมจัตุัรสัออกเซติก 

แบบออร์โททรอปิกโดิยมีที�รองรับแบบย่ดิแน่น

(ค) ค่าโมเมนต์ดิัดิสูงสุดิในทิศิทางแกน x 

(ง) ค่าโมเมนต์บิดิสูงสุดิ
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3.3.2 แผู้่นพ่�นหนาสี� เหลี�ยมจััตุรัสออกเซติกแบบ 

ออร์โททรอปิก ขนาดิ 1 × 1 ตารางเมตร ภายใต้น�ำหนัก

บรรทุกกระจัายสม�ำเสมอ q = 150 กิโลพาสคัล และมีที�

รองรับธรรมดิาแบบแข็ง (Hard Type) โดิยที� h = 0.2 เมตร 

Ey = 1 × 106 กิโลพาสคัล Gxy = Gxz = 0.6 Ey, Gyz =0.5 Ey,  

M = 625 จัุดิ N = 400 เอลิเมนต์ แสดิงผู้ลดิังรูปที� 6

 จัากรูปที� 5 และ 6 พบว่า เม่�อ Ex/Ey มีค่าใกล้เคียง 1  

(คณุสมบตัขิองวัสดุิมคีวามใกล้เคียงกบัวัสดุิประเภทไอโซทรอปิก)  

พฤติกรรมของแผู่้นพ่�นในช่ิวงออกเซติกกับในช่ิวงที�ไม่เป็น

ออกเซติกจัะมีความแตกต่างกันอย่างเห็นไดิ้ชิัดิ โดิยเฉืพาะ

รูปที� 5 (ข)–(ค) และรูปที� 6 (ข)–(ค) ซ่�งแสดิงให้เห็นว่าค่า

โมเมนตด์ิดัิในทศิิทางแกน x และแกน y สามารถลดิลงไดิเ้ม่�อ

วสัดิเุปน็ประเภทออกเซตกิ ดิงันั�นจัง่สามารถประยกุตใ์ชิว้สัดิุ

ออกเซตกิกบัโครงสรา้งเพ่�อลดิคา่โมเมนตด์ิดัิ ซ่�งจัะนำไปสูค่า่

ความเค้นในแผู้่นพ่�นที�ลดิลง ในขณะที� เม่�อค่า Ex/Ey เพิ�มข่�น 

(Ex/Ey = 3, 10, 40) ค่าการโก่งตัวสูงสุดิ ค่าโมเมนต์ดิัดิสูงสุดิ 

และคา่โมเมนตบ์ดิิสงูสดุิที�เกดิิข่�นในชิว่งออกเซตกิกบัในชิว่งที�

ไม่เป็นออกเซติกจัะมีความใกล้เคียงกันมากข่�น

3.4 การวิิเคราะห์์แผ่่นพื้้�นรูปิร่างที�ซับซ้อนอ้�นๆ 

 การวิเคราะห์ดิ้วยวิธีเชิิงวิเคราะห์จัะไม่สามารถกระทำ

ไดิ้ในกรณีที�โครงสร้างแผู้่นพ่�นมีรูปร่างที�ซับซ้อน ในขณะที� 

การใชิ้วิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์จัำเป็นต้องแบ่งโดิเมนของแผู่้นพ่�น

ออกเป็นเอลิเมนต์ย่อยๆ ซ่�งอาจัทำได้ิยุ่งยาก ในหัวข้อนี�จัะ

แสดิงให้เห็นถ่งประสิทธิภาพของวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ที� 

นำเสนอนี�ในการวิเคราะห์โครงสร้างแผู้่นพ่�นหนาออกเซติก

แบบออร์โททรอปิกที�มีรูปร่างและเง่�อนไขขอบเขตที�ซับซ้อน 

โดิยจัะทำการตรวจัสอบความแม่นยำโดิยการเปรียบเทียบ

กับคำตอบที�ไดิ้จัากวิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์ที�ทำการวิเคราะห์

ดิ้วยโปรแกรม Ansys Workbench 18.2 โดิยมีตัวอย่างการ

วิเคราะห์ 2 รูปร่าง ค่อ แผู้่นพ่�นรูปร่างหกเหลี�ยมที�มีที�รองรับ

แบบผู้สม และแผู่้นพ่�นรปูรา่งสี�เหลี�ยมดิา้นขนานที�มทีี�รองรบั

แบบย่ดิแน่นแสดิงดิังรูปที� 7 และ 8 ตามลำดิับ โดิยมีน�ำหนัก

บรรทุกกระจัายสม�ำเสมอ q = 10 กิโลพาสคัล กระทำกับ 

แผู้น่พ่�น และ h/a = 0.1, 0.15, 0.2, Ey = 1 × 106 กโิลพาสคลั  

(ก) ค่าการโก่งตัวสูงสุดิ

(ข) ค่าโมเมนต์ดิัดิสูงสุดิในทิศิทางแกน y 

รูปิที� 6 ผู้ลการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นหนาสี�เหลี�ยมจัตุัรสัออกเซติก

แบบออร์โททรอปิกโดิยมีที�รองรับธรรมดิาแบบแข็ง

(ค) ค่าโมเมนต์ดิัดิสูงสุดิในทิศิทางแกน x 

(ง) ค่าโมเมนต์บิดิสูงสุดิ
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Gxy = Gxz =0.6 Ey, Gyz = 0.5 Ey, vxy = vxz = vyz = –0.25 

โดิยแผู่้นพ่�นรปูร่างสี�เหลี�ยมด้ิานขนานจัะกำหนดิ M = 625 จัดุิ  

N = 400 เอลิเมนต์ และมีดิ้านที�ยาวที�สุดิ a = 10 เมตร 

และแผู้่นพ่�นหกเหลี�ยมดิ้านเท่าจัะกำหนดิ M = 561 จัุดิ  

N = 600 เอลิเมนต์และมีดิ้านที�ยาวที�สุดิ a = 3 เมตร โดิยมี

ผู้ลการวิเคราะห์แสดิงดิังตารางที� 6 และ 7 

ติารางที� 6 ผู้ลการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นหนาออกเซติกแบบ 

ออร์โททรอปิกรูปหกเหลี�ยม

    
wmax (mm) Differences 

(%)Present FEM

3
0.1 2.3723 2.3901 0.7437
0.15 0.7849 0.7798 0.6490
0.2 0.3788 0.3705 2.2323

5
0.1 1.6908 1.6973 0.3848
0.15 0.5842 0.5757 1.4847
0.2 0.2949 0.2851 3.4343

7
0.1 1.3611 1.3541 0.5195
0.15 0.4880 0.4751 2.7285
0.2 0.2551 0.2433 4.8424

 จัากตารางที� 6 และ 7 พบว่า คำตอบที�ไดิจ้ัากงานวิจัยันี� 

มีความสอดิคล้องใกล้เคียงกับคำตอบที�ไดิ้จัากวิธีไฟัไนท์ 

เอลิเมนต์ แสดิงให้เห็นว่าวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ที�นำเสนอใน

งานวจิัยันี� สามารถนำไปประยกุตใ์ชิใ้นการวเิคราะหแ์ผู้น่พ่�นที�

มรีปูรา่งและเง่�อนไขขอบเขตที�ซับซอ้นไดิอ้ยา่งมปีระสทิธภิาพ

ติารางที� 7 ผู้ลการวิเคราะห์แผู้่นพ่�นหนาออกเซติกแบบ 

ออร์โททรอปิกรูปสี�เหลี�ยมดิ้านขนาน

    
wmax (mm) Differences 

(%)Present FEM

3
0.1 0.1347 0.1291 4.3476
0.15 0.0605 0.0595 1.5717
0.2 0.0376 0.0398 5.5302

5
0.1 0.1320 0.1266 4.2386
0.15 0.0594 0.0586 1.3893
0.2 0.0370 0.0393 5.8067

7
0.1 0.1294 0.1241 4.3011
0.15 0.0586 0.0578 1.3843
0.2 0.0367 0.0390 5.8861

4. สรุปิ

 งานวิจััยนี�เสนอการประยุกต์ใชิ้วิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์

ในการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นหนาที�พิจัารณาการเสียรูปเน่�องจัาก

แรงเฉ่ือน โดิยแผู่้นพ่�นหนาใชิ้วัสดุิแบบออกเซติก กล่าว 

ค่อ อัตราส่วนปัวซงมีค่าเป็นลบ และมีพฤติกรรมแบบ 

ออร์โททรอปิก งานวิจััยนี�จัะนำหลักการสมการแอนะล็อก

ซ่�งจัะสามารถแทนสมการควบคุมดิั�งเดิิมดิ้วยสมการปัวซง

สามสมการ ภายใต้การกระทำจัากแหล่งกำเนิดิสมมติ โดิย

มีเง่�อนไขที�ขอบเขตเดิิม ซ่�งจัะทำให้ไดิ้สมการอินทิกรัล 

ที�ขอบเขต ดิังนั�นจัากกระบวนการวิธีที�นำเสนอจัะมีการแบ่ง 

เอลิเมนต์เฉืพาะที�ขอบเขตของปัญหาเท่านั�น ซ่�งช่ิวยลดิ 

ความยุง่ยากได้ิอย่างมากเม่�อเทียบกับวิธไีฟัไนท์เอลิเมนต์ จัาก

รูปิที� 7 แผู้่นพ่�นหกเหลี�ยมที�มีคุณสมบัติของวัสดิุตาม 

ที�กำหนดิในหัวข้อที� 3.4

รูปิที� 8 แผู่้นพ่�นสี�เหลี�ยมด้ิานขนานที�มคีณุสมบัตขิองวัสดุิตาม

ที�กำหนดิในหัวข้อที� 3.4
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ผู้ลการวิเคราะห์สามารถสรุปไดิ้ดิังนี�

1) คำตอบที�ได้ิจัากการวเิคราะห์ด้ิวยวธิบีาวน์ดิารเีอลเิมนต์  

มีความสอดิคล้องกับคำตอบที�ไดิ้จัากวิธีเชิิงวิเคราะห์ แสดิง

ใหเ้ห็นวา่วิธบีาวน์ดิารเีอลเิมนต์มคีวามแมน่ยำและสามารถใชิ ้

ในการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นหนาออกเซติกแบบออร์โททรอปิกได้ิ

อย่างมีประสิทธิภาพ

2) จัากการ พิจัารณาผู้ลกระทบเ น่� อ งจัากการ 

เปลี�ยนแปลงค่าพารามิเตอร์ ของแผู้่นพ่�นหนาออกเซติก 

แบบออร์โททรอปิกดิ้วยวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์พบว่า เม่�อค่า  

Ex/Ey มากข่�นค่าการโก่งตัวของแผู้่นพ่�นจัะลดิลง และเม่�อ

ค่า Ex/Ey มีค่าใกล้เคียง 1.0 ค่าการโก่งตัวของแผู้่นพ่�นหนา 

ออกเซติกแบบออร์โททรอปิกจัะมีความใกล้เคียงกับค่าการ

โก่งตัวของแผู้่นพ่�นหนาออกเซติกแบบไอโซทรอปิก และเม่�อ

ความหนาของแผู้่นพ่�นมากข่�นค่าการโก่งตัวจัะลดิลง

3) ในวเิคราะห์แผู่้นพ่�นโดิยพจิัารณาที�ค่าอตัราส่วนปัวซง 

ตั�งแต่ –1.0 ถง่ 0.5 พบว่า ยิ�งค่ามอดิลุสัยด่ิหยุน่ในแต่ละทศิิทางมี

ความแตกต่างกนัมาก จัะยิ�งสง่ผู้ลให้พฤตกิรรมของแผู่้นพ่�นใน

ชิว่งออกเซตกิกบัในชิว่งที�ไมเ่ปน็ออกเซติกมีความใกล้เคียงกนั 

มากข่�น เม่�อพิจัารณาค่าโมเมนต์ดิดัิในทศิิทางแกน x และแกน y  

พบวา่ สามารถลดิลงไดิเ้ม่�อวสัดิเุปน็ประเภทออกเซตกิ ดิงันั�น 

จั่งสามารถประยุกต์ใชิ้วัสดุิออกเซติกกับโครงสร้างเพ่�อลดิค่า

โมเมนต์ดิัดิ ซ่�งจัะนำไปสู่การลดิลงของความเค้นในแผู้่นพ่�น

4) ที�รองรับย่ดิหยุ่นแบบย่ดิรั�งสามารถจัำลองแผู้่น

พ่�นหนาออกเซติกแบบออร์โททรอปิกให้มีพฤติกรรมของที�

รองรับอยู่ระหว่างที�รองรับธรรมดิาแบบแข็ง และที�รองรับ

แบบยด่ิแนน่ ดิงันั�นจัง่สามารถจัำลองที�รองรบัใหใ้กลเ้คียงกบั

พฤติกรรมในการใชิ้งานจัริงไดิ้

5) คำตอบที�ได้ิจัากการวเิคราะห์แผู่้นพ่�นรปูร่างที�ซับซ้อน 

ดิ้วยวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์มีความสอดิคล้องกับคำตอบจัาก

วิธีไฟัไนท์เอลิเมนต์ แสดิงให้เห็นว่าวิธีบาวน์ดิารีเอลิเมนต์ใน

งานวิจััยนี�สามารถใชิ้ในการวิเคราะห์แผู่้นพ่�นรูปร่างอ่�นๆ ไดิ้

อย่างมีประสิทธิภาพ 
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