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บที่คัดัยื่อ

บทความนี�เสนอกุารวิเคราะห์ปัญหาแผู่้นพ่�นหนาของมินด์ีลินวางบนฐานรากุย่ดีหยุ่นหลายชั�นโดียวิธีบาวดีารีเอลิเมนต์ 

(BEM) กุารวิเคราะห์ปัญหาจัะใช้หลักุกุารของสมกุารแอนะล็อกุ ตามแนวคิดีนี� สมกุารเชิงอนุพันธ์ของปัญหาเดีิมจัะถููกุแทนที�

ดีว้ยสมกุารปัวซงที�ถูกูุกุระทำโดียแหล่งกุำเนิดีสมมติ และยังคงใชเ้ง่�อนไขที�ขอบเขตเดิีม จัากุนั�นประยุกุต์ใชว้ธิบีาวดีารีเอลิเมนต์ 

เพ่�อสร้างสมกุารปริพันธ์ของผู้ลเฉลย และประมาณค่าแหล่งกุำเนิดีสมมติดี้วยอนุกุรมเรเดีียลเบสิสฟัังกุ์ชัน ในบทความนี� 

เรเดีียลเบสิสฟัังกุ์ชันที�ใช้ ค่อ Thin Plate Splines; TPS ขณะที�เทอมโดีเมนอินทิกุรัลจัะถููกุแปลงให้เป็นอินทิกุรัลที�ขอบเขต

โดียอาศ์ยัเทคนคิของวิธบีาวดีารเีอลเิมนต ์ผู้ลเฉลยของปัญหาจังึหาไดีจ้ัากุสมกุารอนิทกิุรลัที�ขอบเขตซึ�งจัะมีกุารแบง่เอลิเมนต์ 

เฉพาะที�ขอบเขตของปัญหาเท่านั�น จัากุกุารศึ์กุษาสามารถูสรุปประเด็ีนสำคัญได้ีดีังนี� 1) กุารวิเคราะห์แผู่้นพ่�นโดียวิธ ี

บาวดีารีเอลเิมนตม์คีวามแม่นยำดีเียี�ยมเม่�อเทยีบกุบัวธิเีชงิวิเคราะห ์2) เง่�อนไขที�รองรับส่งผู้ลโดียตรงกัุบพฤติกุรรมของแผู่้นพ่�น 

เน่�องจัากุค่าความแข็งของที�รองรับที�แตกุต่างกุัน 3) จัำนวนชั�นของฐานรากุย่ดีหยุ่นมีอิทธิพลต่อผู้ลกุารคำนวณเชิงตัวเลขของ

กุารตอบสนองของโครงสร้าง และ 4) ในกุารวิเคราะห์แผู้่นพ่�นที�มีรูปร่างซับซ้อน ผู้ลกุารคำนวณจัากุวิธีบาวดีารีเอลิเมนต์มีค่า

สอดีคล้องกุับโปรแกุรมไฟัไนต์เอลิเมนต์ 

คำสำคัญ: วิธีบาวดีารีเอลิเมนต์ วิธีสมกุารแอนะล็อกุ ฐานรากุย่ดีหยุ่นหลายชั�น แผู้่นพ่�นหนามินดี์ลิน เรเดีียลเบสิสฟัังกุ์ชัน
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Abstract

In this paper, an analysis of the Mindlin plate on a multi- layered elastic foundation by Boundary  

Element Method (BEM) is presented. This analysis employed the principle of the analog equation.  

According to this concept, the governing differential equations of the original problem are replaced by 

Poisson’ s equations with fictitious sources under the same boundary conditions. Then the boundary 

element technique is applied to the established integral equations of solution. The radial basis function 

series is applied to approximate the fictitious sources. In this work, Thin Plate Splines (TPS) as the radial 

basis function are chosen. Domain integrals are converted to boundary integrals by employing bound-

ary element technique. Consequently, the solutions of the problem are obtained by boundary integral 

equation in which the boundary of the problem is only discretized into elements. From this study, the 

results can be summarized as follows: 1) The results of the plate analyzed by the boundary element 

method compared with analytical solutions are excellent in terms of accuracy. 2) The boundary conditions 

directly affect behaviors of the plate structures. 3 ) A number of foundation layers have an influence on 

numerical results of structural responses. 4) In the analysis of plates with complex shapes, the results 

from the proposed method are in good agreement with those obtained from the finite element method.

Keywords: Boundary Element Method, Analog Equation Method, Multi-layered Elastic Foundation, Mindlin 

Plate Theory, Radial Basis Function
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1. บที่นำ

 แผู้่นพ่�นหนาวางบนฐานรากุย่ดีหยุ่นมักุพบไดี้ทั�วไปใน

งานทางดี้านวิศ์วกุรรม เช่น ถูนนคอนกุรีต ฐานรากุแผู้่ และ

พ่�นชั�นล่าง เป็นต้น เป็นองค์อาคารที�ทำหน้าที�ในกุารรับแรง

ภายนอกุโดียตรงและถู่ายแรงเข้าสู่องค์อาคารอ่�นๆ จัึงทำให้

มีความสำคัญอย่างมากุทางดี้านวิศ์วกุรรม

 Mindlin [1] และ Reissner [2], [3] ไดี้ทำกุารเสนอ

ทฤษฎีีแผู้่นพ่�นที�คำนึงถูึงผู้ลกุระทบของกุารเสียรูปเน่�องจัากุ

แรงเฉ่อนตามขวาง (Transverse Shear Deformation) 

สำหรับใช้วิเคราะห์แผู่้นพ่�นหนา ซึ�งแตกุต่างกัุบทฤษฎีีแผู่้น

พ่�นของ Kirchhoff ที�จัะพจิัารณากุารเสยีรปูเน่�องจัากุกุารดีดัี 

เพียงอย่างเดีียว ทำให้ทฤษฎีีกุารวิเคราะห์แผู้่นพ่�นของ  

Kirchhoff มีความเหมาะสมน้อยกุว่าทั�ง 2 ทฤษฎีีข้างต้น ใน

กุารนำมาวิเคราะห์แผู้่นพ่�นที�มีความหนามากุยิ�งขึ�น ทฤษฎีี

ของ Mindlin และ Reissner มีความแตกุต่างกุันไม่มากุ

โดียถู้าไม่สนใจัผู้ลเน่�องจัากุหน่วยแรงตั�งฉากุทิศ์ทางตาม

ขวางในทฤษฎีีแผู่้นพ่�นของ Reissner และกุำหนดีค่าปรับ

แกุ้แรงเฉ่อนในทฤษฎีีของ Mindlin เท่ากุับ 5/6 จัะทำให้

ทั�งสองทฤษฎีีมีความสอดีคล้องกัุน ซึ�งกุารศึ์กุษาครั�งนี�จัะ

เล่อกุใช้ทฤษฎีีของ Mindlin มาประยุกุต์ใช้ในกุารวิเคราะห์ 

โดียทฤษฎีีแผู่้นพ่�นของ Mindlin เริ�มต้นด้ีวยกุารกุำหนดี

สมมตฐิานว่ากุารเสียรปู ณ จัดุีกุึ�งกุลางระนาบมีคณุสมบัตเิปน็ 

เชงิเส้นตลอดีความหนาของแผู่้นพ่�น ในขณะที�ตลอดีความหนา 

ของแผู้่นพ่�นไม่สามารถูขยายออกุไดี้ในทิศ์ทางตามขวาง

 ในปัจัจุับันมีกุารพัฒนาแบบจัำลองของพฤติกุรรม

ฐานรากุมากุมาย ซึ�งเป็นประโยชน์อย่างมากุในกุารนำมา

ประยกุุตใ์ชว้เิคราะหป์ฏิสิมัพนัธร์ะหวา่งโครงสรา้งและดีนิไดี้  

เน่�องจัากุพฤติกุรรมของดิีนในความเป็นจัริงมีความซับซ้อน

เป็นอย่างมากุ ซึ�งที�ผู้่านมานักุวิจััยจัะดีำเนินกุารพัฒนาแบบ

จัำลองไปในสามแนวทาง ค่อ 1) เริ�มจัากุกุารนำแบบจัำลอง

ที�เสนอโดีย Winkler [4] มาทำให้ใกุล้เคียงความเป็นจัริง

ของธรรมชาติดีินมากุขึ�นโดียกุารสมมติปฏิิสัมพันธ์บางอย่าง 

ระหว่างเอลิเมนต์ของสปริง หร่อ 2) ดีำเนินกุารโดียเริ�มต้น 

ด้ีวยความต่อเน่�อง จัากุนั�นตั�งสมมตฐิานอย่างง่ายที�เกีุ�ยวข้องกุบั 

กุารกุระจัดัีและความเครยีดี และ 3) ดีำเนินกุารโดียใช้ประโยชน์ 

จัากุกุารกุระจัายอนุกุรมกุำลัง โดียกุารศ์ึกุษานี�จัะนำแบบ

จัำลองฐานรากุย่ดีหยุ่นที�มีอนุพันธ์ลำดีับสูง ที�เปรียบเสม่อน

ตัวแทนของชั�นดีินที�มีจัำนวนชั�นดีินหลายชั�น ซึ�งพัฒนาโดีย

แนวทางที�สามซึ�งนำเสนอโดีย Kerr [5] มาประยกุุตใ์ช ้และเพ่�อ

ทำให้ง่ายขึ�นจัะสมมติว่าปฏิิสัมพันธ์ระหว่างแต่ละเอลิเมนต ์

ของสปริงและปฏิิสัมพันธ์ระหว่างผู้ิวล่างของแผู้่นพ่�นและ 

เอลิเมนต์สปริงชั�นบนสุดีเป็นแบบพ่�นผู้ิวอิสระ

 งานวิจััยมากุมายแสดีงให้เห็นถูึงกุารประยุกุต์ใช้วิธี

บาวดีารีเอลิเมนต์ (Boundary Element Method; BEM) 

ศ์กึุษาและวเิคราะหป์ญัหากุารดีดัีของแผู้น่พ่�นหนาตามทฤษฎีี

แผู้่นพ่�นของ Mindlin [6] และทฤษฎีีของ Reissner [7], [8] 

และสำหรับปัญหาของแผู่้นพ่�นวางบนฐานรากุย่ดีหยุ่น ใน

ช่วงแรกุ Katsikadelis และ Armenakas [9] และ Balaš 

และคณะ [10] ประยุกุต์ BEM วิเคราะห์ปัญหาแผู้่นพ่�นบาง

ที�วางอยู่บนฐานรากุย่ดีหยุ่น จัากุนั�น Costa และ Brebbia 

[11] กุ็ประยุกุต์ใช้ BEM ในกุารวิเคราะห์แผู้่นพ่�นบางวางบน

ฐานรากุย่ดีหยุน่แบบ Winkler ซึ�งสตูรที�นำเสนอจัะเกุี�ยวขอ้ง

กุบัสมกุารคู่อนิทกิุรลัสองสมกุารและประยกุุตใ์ชกุ้บัแผู่้นพ่�นที�

มีรูปร่างและเง่�อนไขขอบเขตต่างๆ ต่อมา Puttonen และ 

Varpasuo [12] ไดี้แสดีงคำตอบพ่�นฐานสำหรับแผู้่นพ่�นบาง

ที�วางบนฐานรากุย่ดีหยุ่นในรูปของอินทิกุรัลฟัูเรียร์-เบสเซล 

และ Bezine [13] ใช้คำตอบพ่�นฐานสำหรับแผู้่นพ่�นบางใน

กุารวิเคราะห์แผู้่นพ่�นบางที�วางบนฐานรากุย่ดีหยุ่น ซึ�งกุ็ยัง

มีข้อจัำกุัดีอยู่ ค่อจัำเป็นต้องมีเทอมอินทิกุรัลในโดีเมน ซึ�งไม่

เป็นที�ต้องกุารในวิธี BEM แต่ Kamiya และ Sawaki [14] 

กุ็ไดี้ประยกุุตใ์ช้วธิี Dual Reciprocity ในกุารหลีกุเลี�ยงเทอม

อินทิกุรัลในโดีเมน แต่วิธีกุารนี�ต้องกุารโหนดีเพิ�มเติมภายใน

โดีเมน นอกุจัากุนี�ยงัมีกุารประยุกุต์ใชว้ธิ ีBEM กุบัปัญหาของ

แผู่้นพ่�นหนาที�วางบนฐานรากุย่ดีหยุ่น งานวิจััย [15]–[17] 

เป็นกุารวิเคราะห์แผู้่นพ่�นหนาที�วางบนฐานรากุย่ดีหยุ่นทั�ง

แบบ 1 และ 2 พารามิเตอร์ กุารศ์ึกุษาที�ผู่้านมาดัีงที�กุล่าว

มาทั�งหมดีแสดีงให้เห็นถูึงประสิทธิภาพของวิธี BEM ในกุาร

วิเคราะห์ปัญหาแผู้่นพ่�นที�มีเง่�อนไขต่างๆ ไดี้

 กุารศ์ึกุษาในบทความนี�เป็นกุารประยุกุต์ใช้ BEM 

วิเคราะห์กุารดัีดีของแผู่้นพ่�นหนาตามทฤษฎีีของ Mindlin 
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ที�วางอยูบ่นแบบจัำลองฐานรากุยด่ีหยุน่ที�มลีำดีบัสงู และเพ่�อ

ทำให้ง่ายขึ�นจึังมีกุารสมมติพฤติกุรรมบางอย่างดัีงที�กุล่าวไป

ในกุารศึ์กุษาครั�งนี�อาศั์ยวิธีกุารสมกุารแอนะล็อกุ (Analog 

Equation Method) ของ Katsikadelis [18] ใชร้ว่มกัุบวิธ ีBEM  

ซึ�งจัะทำให้สมกุารเชิงอนุพันธ์ของปัญหาแผู้่นพ่�น Mindlin  

ที�วางอยูบ่นฐานรากุยด่ีหยุน่ที�มลีำดีบัสงู ถูกูุแทนที�ดีว้ยสมกุาร 

ปัวซง (Poisson’s Equation) สามสมกุารภายใต้แหล่ง

กุำเนิดีสมมติ (Fictitious Sources) และคงไว้ซึ�งเง่�อนไข

ที�ขอบเขตเดิีม จัากุนั�นประยุกุต์ใช้วิธี BEM กุับสมกุาร 

แอนะล็อกุที�เป็นตัวแทนของปัญหาเดีิมเพ่�อหาคำตอบในรูป

แบบอินทิกุรัล ซึ�งโดีเมนอินทิกุรัลของแหล่งกุำเนิดีสมมติ

สามารถูเปลี�ยนเป็นอินทิกุรัลที�ขอบเขตได้ีโดียใช้เทคนิค 

Domain Meshless และประมาณค่าแหล่งกุำเนิดีสมมติ

ดี้วย Radial Basis Function Series; RBFS ดีังนั�นคำตอบ

ของปญัหาสามารถูหาได้ีเม่�อคำตอบอยูใ่นรูปแบบอนิทกิุรลัที�

กุระทำที�ขอบเขตทั�งหมดี 

2. วิัสดั่ อ่ปกรณ์์และวิิธี่การวิิจััยื

2.1 แบบจัำลองฐานรากยื้ดัห์ยื่่นที่่�เสนอโดัยื Kerr [5]

 กุารศึ์กุษาแถูบเชิงย่ดีหยุ่นที�มีความยาวไม่จัำกัุดีที�วาง

บนฐานรากุย่ดีหยุ่นของ Bosson [19] ทำให้ไดี้ความสัมพันธ์

ระหว่างแรงต้านทานของฐานรากุ (p(x)) กุับค่ากุารโกุ่งตัวที�

บริเวณผู้ิวดี้านบนของฐานรากุ (w(x)) ดีังต่อไปนี�

  

  (1)

 โดียที�อนุพันธ์ลำดีับที� n ค่อ  และ H ค่อ 

ความหนาของชั�นดีนิขณะที� Ef และ vf คอ่ มอดีลุสัยด่ีหยุน่ และ

อตัราส่วนของปัวซงของฐานรากุ ตามลำดัีบ จัากุนั�น Kerr และ 

Rhines [5] ใชอ้นกุุรมกุำลงัในกุารกุระจัายฟังักุช์นัตรโีกุณมติิ

โดียแทนค่า  ลงในสมกุารที� (1) จัะไดี้

 (2)

 เม่�อ  

 พิจัารณาเทอมแรกุของทั�งสองด้ีานในสมกุารที� (2) 

และหาปริพันธ์โดียพิจัารณาเง่�อนไข p(x) = 0 เม่�อ w(x) = 0  

จัะไดี้

  (3)

 ดีังนั�นเม่�อพิจัารณาเฉพาะเทอม H ถูึง H 2 ของ 

สมกุารที� (2) จัะไดี้

  (4)

 ในที�นี�สมกุารที� (3) สอดีคล้องกัุบแบบจัำลองฐานรากุ

ของ Winkler เม่�อ  และสมกุารที� (4) 

สอดีคล้องกุับแบบจัำลองฐานรากุของ Pasternak เม่�อ

 และ 

 พิจัารณาลำดีับของ H ที�สูงขึ�น เช่น เทอม H ถูึง H4  

จัะไดี้

  (5)

 โดียที� k1 และ k2 ค่อ มอดีุลัสของฐานรากุชั�นบนและ 

ชั�นล่างที�ตดิีกัุบชั�นแขง็แกุร่ง (Rigid Foundation) ตามลำดัีบ 

Gu ค่อ คา่มอดุีลัสแรงเฉอ่นที�อยูร่ะหว่างแผู่้นพ่�นและฐานรากุ

ชั�นบนสุดี และ GL ค่อ ค่ามอดีุลัสแรงเฉ่อนที�อยู่ระหว่าง

ฐานรากุชั�นบนกุับชั�นล่างที�ติดีกุับชั�นแข็งแกุร่ง

 เพ่�อทำให้ง่ายขึ�น กุารศ์ึกุษาครั�งนี�จัะพิจัารณาให ้

พ่�นผู้ิวสัมผู้ัสระหว่างชั�นของฐานรากุเป็นพ่�นผู้ิวอิสระ (ไม่คิดี

ผู้ลจัากุค่ามอดีุลัสแรงเฉ่อนระหว่างชั�นของฐานรากุ) ดีังนั�น 

สมกุารที� (5) จัะไดี้

  (6)
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 เม่�อกุระทำแบบเดีียวกุันที�เทอม H ถูึง H5 จัะไดี้ความ

สัมพันธ์แรงต้านทานจัากุฐานรากุกุับค่ากุารโกุ่งตัวของ

ฐานรากุแบบ 3 ชั�น ดีังสมกุารที� (7) และแสดีงไดี้ดีังรูปที� 1

  (7)

 โดียที� k1, k2 และ k3  ค่อ มอดีุลัสของฐานรากุชั�นบน

สุดีไปจันถูึงชั�นล่างสุดีที�ติดีกุับชั�นแข็งแกุร่ง ตามลำดีับ 

2.2 ที่ฤษฎ่ีการดััดัของแผ่่นพื้้�นห์นาต์ามสมมติ์ฐานของ 

Mindlin ที่่�วิางบนแบบจัำลองฐานรากยื้ดัห์ยื่่น

 พิจัารณารูปที� 2 แผู้่นพ่�นหนารูปร่างใดีๆ ที�มีความหนา

คงที�และวางอยูบ่นฐานรากุยด่ีหยุน่ประกุอบไปด้ีวยโดีเมน Ω  

ของแผู้่นพ่�นและขอบเขต Γ0 ถูึง Γk ซึ�งสามารถูพิจัารณาเป็น

ปัญหาบนระนาบ xy ไดี้

 จัากุสมมติฐานของ Mindlin หรอ่ที�รูจ้ักัุในช่�อทฤษฎีกีุาร

เสียรูปเน่�องจัากุแรงเฉ่อนอันดีับที�หนึ�ง (First-order Shear 

Deformation Plate Theory; FSDT) กุารกุระจััดีสามารถู

เขียนให้อยู่ในรูปสมกุารไดี้ ดีังนี�

  (8)

  (9)

  (10)

 เม่�อ u, v, w  ค่อ กุารกุระจััดีในทิศ์ทางตามแกุน x, y 

และ z ตามลำดีับ ขณะที� ϕx และ ϕy ค่อ กุารหมุนรอบแกุน 

y และ x ตามลำดีับ

 ความสัมพันธ์ของโมเมนต์และแรงเฉอ่นกัุบกุารเคล่�อนที� 

เปน็ไปดัีงสมกุารที� (11)–(15) โดีย Ks คอ่คา่ปรับแกุ้แรงเฉอ่น 

D ค่อ ค่าความแข็งต้านกุารดีัดีของแผู้่นพ่�น มีค่าเท่ากุับ 

 และ G ค่อ ค่ามอดีุลัสแรงเฉ่อน มีค่าเท่ากุับ 

 ขณะที� E, v, และ h ค่อ มอดีุลัสย่ดีหยุ่น อัตรา

ส่วนปัวซง และความหนาแผู้่นพ่�นตามลำดีับ

  (11)

รูปที่่� 1 แบบจัำลองฐานรากุย่ดีหยุ่นแบบ 3 ชั�น

รูปที่่� 2 รูปร่างของแผู้่นพ่�น ทิศ์ทาง และสัญลักุษณ์
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  (12)

  (13)

  (14)

  (15)

 ค่ากุารหมุน โมเมนต์ และแรงเฉ่อนที�ขอบแสดีงได้ีดีัง

สมกุารที� (16)–(20)

  (16)

  (17)

  (18)

  (19)

  (20)

 โดียที� Mn, Mnt, และ Qn ค่อ โมเมนต์ดีัดี โมเมนต์บิดี  

และแรงเฉ่อนที�บริเวณขอบเขต ตามลำดีับ ϕn และ ϕt ค่อ 

กุารหมุนรอบแกุน t และ n ตามลำดีับ nx = cosθ และ  

ny = sinθ และ θ ค่อมุมระหว่างแกุน x และ n เป็นบวกุ 

เม่�อวดัีในทศิ์ทวนเขม็นาฬิกิุา โดียเง่�อนไขที�รองรบับรเิวณขอบ 

แบ่งออกุเป็น ที�รองรับแบบยึดีแน่น ที�รองรับธรรมดีา 

แบบอ่อน ที�รองรับธรรมดีาแบบแข็ง ที�รองรับแบบอิสระ  

ที�รองรบักุารเคล่�อนที�ยด่ีหยุน่ และที�รองรบักุารยดึีรั�งยด่ีหยุน่ 

ซึ�งมีเง่�อนไขตามสมกุารที� (21)–(26) ตามลำดีับ

  (21)

  (22)

  (23)

  (24)

  (25)

  (26)

 โดียที� ks และ kr ของที�รองรับ ในสมกุารที� (25)–(26) 

ค่อ สติฟัเนสของกุารเคล่�อนที�และสติฟัเนสของกุารหมุน  

ตามลำดีับ

 สมกุารสมดีุลของแผู้่นพ่�นหนาตามสมมติฐานของ 

Mindlin ที�วางบนฐานรากุย่ดีหยุ่น เป็นดีังนี�

 

  (27)

  (28)

  

  (29)

 โดียที� q(x, y) และ ps(x, y) ค่อ แรงภายนอกุในทิศ์ทาง

ตามขวางและแรงต้านทานจัากุฐานรากุ ตามลำดัีบ ขณะที�  

 

2.3 การประยื่กต์์ใชั้้วิิธี่สมการแอนะล็อก

 จัากุสมกุารสมดีลุของปญัหาที�พจิัารณา สมกุารที� (27)– 

(29) สังเกุตว่าอนุพันธ์ลำดีับที�สองเป็นลำดีับสูงสุดี เม่�อ

กุำหนดีให้คำตอบของสามสมกุาร ค่อ w = w(x, y), ϕx =  

ϕx(x, y) และ ϕy = ϕy(x, y) ดีังนั�นสมกุารแอนะล็อกุที�เป็น

ตัวแทนของทั�งสามสมกุารค่อ
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  (30)

  (31)

  (32)

 โดียที� b(l) คอ่ แหล่งกุำเนดิีสมมติ (Fictitious Sources) 

ซึ�งสมกุารแอนะล็อกุสามารถูดีำเนินกุารหาคำตอบไดี้ดี้วยวิธี 

BEM ภายใต้เง่�อนไขขอบเขตเดีิม โดียคำตอบจัะอยู่ในรูปสม

กุารอินทิกุรัล ค่อ

  (33) 

  (34)

  (35)

 โดีย u* ค่อ คำตอบพ่�นฐานของสมกุารลาปลาซ มีค่า

เทา่กัุบ  และเม่�อพิจัารณาจัากุรูปที� 2 คา่  

ในขณะที�ถู้า p ∈ Ω แล้ว ε ∈ 1 แต่เม่�อ p ∈ Γ และขอบเขต

มีความเรียบ ค่า ε ∈ 0.5 [6]

 สังเกุตสมกุารที� (33)–(35) มีเทอมโดีเมนอินทิกุรัลที�มี

แหล่งกุำเนิดีสมมติอยู่ภายใน สามารถูแปลงเป็นอินทิกุรัลที�

ขอบโดียใช้เทคนิค Domain Meshless ประมาณค่าแหล่ง

กุำเนิดีสมมติดี้วย Radial Basis Function series (RBFs) 

ซึ�งแหล่งกุำเนิดีสมมติสามารถูประมาณค่าไดี้เป็น

  (36)

 โดียที�  ค่อ M Radial-basis Functions 

ที�ประมาณโดีย Thin Plate Splines; TPSs อยู่ที�บริเวณ

ศ์ูนย์กุลางของโหนดีภายใน (Collocation Points) และ M 

ค่อ จัำนวนโหนดีภายใน ขณะที�  ค่อ ระยะ

ทางระหว่างโหนดีภายในและจัุดีแหล่งกุำเนิดีดีังรูปที� 3 และ 

aj ค่อ ค่าสัมประสิทธิ�ที�ต้องกุารหา

 จัากุทฤษฎีีบทเอกุลักุษณ์ที�สองของกุรีนส์ (Green’s 

Second Identity) และกุำหนดี  เปน็

คำตอบเฉพาะของ  ทำให้สามารถูแปลงสมกุาร 

โดีเมนอินทิกุรัลเป็นอินทิกุรัลที�ขอบเขตไดี้ คำตอบที�ไดี้จัะอยู่

ในรูปอินทิกุรัลที�ขอบเขตทั�งหมดี ค่อ

 

  (37)

  

 

  (38)

  

 

  (39)

 เม่�อต้องกุารหาอนุพันธ์ของคำตอบที�ขอบในทิศ์สัมผัู้ส

กุบัขอบเขต ϕx,t และ ϕy,t กุระทำไดีโ้ดียหาอนพุนัธข์องสมกุาร

ที� (38) และ (39) ตามลำดีับ เทียบกุับ τ โดียที� τ = {τx, τy}T  

ที�จัุดี p ∈ Γ ดีังรูปที� 2 จัะไดี้

รูปที่่� 3 กุารแบ่งเอลิเมนต์ที�ขอบเขตและโหนดีภายใน
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  (40)

 

  (41)

 สำหรับคำตอบภายในโดีเมนหาไดี้ดี้วยกุารหาอนุพันธ์

โดียตรงสมกุารที� (37)–(39) เม่�อ v, g = 0, x, y และ P ∈ Ω 

จัะไดี้

 

  (42)

 

  (43)

 

  (44)

 จัากุสมกุารสมดีุลของปัญหา สมกุารที� (27)–(29) และ

สมกุารเง่�อนไขที�ขอบ สมกุารที� (21)–(26) สังเกุตว่ามีตัวแปร

ไมท่ราบค่าที�ขอบเขต (Boundary) ทั�งหมดี 8 ตวั ได้ีแกุ่ w, wn,  

ϕx, ϕx,n, ϕx,t, ϕy, ϕy,n, และ ϕy,t ในขณะเดีียวกุันมีสมกุารอยู่ 8 

สมกุาร ค่อ 5 สมกุารจัากุสมกุารที� (37)–(41) ที�พิจัารณาเม่�อ

จัุดี p ∈ Γ และ 3 สมกุารจัากุเง่�อนไขที�ขอบเขตแต่ละแบบ 

สมกุารที� (21)–(26) ทำใหส้ามารถูหาคา่ตวัแปรที�ไมท่ราบคา่ 

ที�ติดีอยู่ในรูปสัมประสิทธิ� aj ไดี้

 ในส่วนสุดีท้าย ค่อ หาค่าสัมประสิทธิ� aj จัากุกุารนำ 

คำตอบที�ได้ีจัากุสมกุารที� (37)–(39) และ (42)–(44) ที�พจิัารณา

เม่�อ P ∈ Ω แทนค่าลงไปในสมกุารสมดีุลภายในโดีเมนของ

ปญัหา สมกุารที� (27)–(29) ซึ�งจัะทำใหท้ราบคา่สมัประสทิธิ� aj

2.4 ระเบ่ยืบวิิธี่เชั้ิงต์ัวิเลข

 วิธี BEM ของกุารศ์ึกุษานี�ใช้เอลิเมนต์คงที� (Donstant 

Element) ในกุารประมาณค่าอินทิกุรัลที�ขอบเขต และ

กุำหนดี N ค่อ จัำนวนโหนดีบนขอบเขต และ M ค่อ จัำนวน

โหนดีภายในโดีเมน

 สมกุารคำตอบเม่�อจัุดี p ∈ Γ ค่อ สมกุารที� (37)–(41) 

และสมกุารเง่�อนไขที�ขอบเขต สมกุารที� (21)–(26) เขียนให้

อยู่ในรูปสมกุารเมทริกุซ์ไดี้ ดีังนี�

  (45)

 เม่�อ [A] ค่อ เมทริกุซ์ของค่าปริพันธ์ของเคอเนลล์  

(Kernel) บนเอลิเมนต์ที�ขอบเขตและค่าสัมประสิทธิ�จัากุ

เง่�อนไขที�ขอบ ซึ�งมีขนาดี 8N × 8N และ {x} ค่อ เมทริกุซ์

เวกุเตอร์ของตัวแปรที�ขอบเขต มีขนาดี 8N × 1 ขณะที� {B} 

คอ่ เมทริกุซเ์วกุเตอร์ของค่าเทอมด้ีานขวาของสมกุารเง่�อนไข

ขอบเขต มีขนาดี 8N × 1 และ [C] ค่อ เมทริกุซ์ของผู้ลรวม

สัมประสิทธิ�หน้าพจัน์ aj มีขนาดี 8N × 3M และสุดีท้าย 

{a} ค่อ เมทริกุซ์ของ  มีขนาดี 3M × 1  

 สมกุารคำตอบเม่�อจัุดี P ∈ Ω ค่อ สมกุารที� (37)–(39) 

สามารถูเขียนให้อยู่ในรูปเมทริกุซ์ไดี้ตามลำดีับ ดีังนี� 

  (46)
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  (47)

  (48)

 เม่�อ  ค่อ เมทริกุซ์เวกุเตอร์ของคำตอบ

กุารโกุ่งตัวและกุารหมุนภายในโดีเมน มีขนาดี M × 1 และ  

 ค่อ เมทริกุซ์ค่าปริพันธ์ของเคอเนลล์

บนเอลิเมนต์ที�ขอบเขตของสมกุารที� (37)–(39) ตามลำดัีบ 

ซึ�งมีขนาดีเมทริกุซ์ M × 2N ในขณะที�  ค่อ  

เมทรกิุซเ์วกุเตอรข์นาดี 2N × 1 ของตวัแปรที�บรเิวณขอบเขต  

 และ  ตามลำดัีบ และ 

 ค่อ เมทริกุซ์ของผู้ลรวมสัมประสิทธิ�

หน้าพจัน์   

 เม่�อกุระทำกุระบวนกุารแบบเดีียวกัุนที�จัุดี P ∈ Ω 

ของสมกุารที� (42)–(44) ทำให้ไดี้เมทริกุซ์ที�เกุี�ยวข้องกัุบ

อนพุนัธข์องค่ากุารโกุ่งตวัและกุารหมุนภายในโดีเมน จัากุนั�น 

แทนค่ากุารโกุ่งตัวและกุารหมุนภายในโดีเมนซึ�งรวมถูึงค่า

อนุพันธ์ของค่าเหล่านี�ดี้วย ลงไปในสมกุารสมดีุลของปัญหา  

สมกุารที� (27)–(29) เพ่�อหาค่าสัมประสิทธิ�   และ 

หลังจัากุนั�นก็ุเป็นกุารง่ายที�จัะหาค่าแรงภายในที�เกิุดีขึ�นของ

ปัญหา

3. ผ่ลการที่ดัลอง

 กุารศึ์กุษาจัะแบ่งออกุเป็น 5 ประเด็ีน ค่อ 1) ศ์ึกุษา

ความแมน่ยำของวธิ ีBEM โดียกุารเทยีบผู้ลกุารคำนวณกุบัวธิี

เชงิวเิคราะห ์2) ศ์กึุษาพฤตกิุรรมของแผู้น่พ่�นเม่�อเปลี�ยนแปลง

เง่�อนไขที�รองรับที�ขอบเขต 3) ศ์ึกุษาพฤติกุรรมของ 

แผู้น่พ่�นที�วางอยูบ่นแบบจัำลองฐานรากุยด่ีหยุน่ที�มหีลายชั�น  

4) ศ์ึกุษาพฤติกุรรมของแผู่้นพ่�นที�วางอยู่บนแบบจัำลอง

ฐานรากุย่ดีหยุ่นและมีเง่�อนไขที�ขอบเขตแบบผู้สม และ  

5) ศ์กึุษากุารประยุกุตใ์ชว้ธิ ีBEM กุบัแผู่้นพ่�นที�มรีปูรา่งซับซอ้น 

และวางอยู่บนฐานรากุย่ดีหยุ่น โดียเทียบคำตอบที�ไดี้กุับ

โปรแกุรมที�วิเคราะห์ดี้วยวิธีไฟัไนต์เอลิเมนต์

 จัากุกุารศึ์กุษาของ Chinnaboon [6] พบว่ารูปแบบ

ตำแหน่งของจุัดีภายในโดีเมนที�เป็นแบบสุม่ให้คำตอบที�ดีกีุว่า

รูปแบบตำแหน่งของจุัดีภายในโดีเมนที�เป็นแบบสม�ำเสมอ

เพียงเล็กุน้อย ดีังนั�นกุารศ์ึกุษาครั�งนี�จัะเล่อกุใช้รูปแบบ

ตำแหน่งของจัุดีภายในโดีเมนแบบสม�ำเสมอทั�งหมดี 

3.1 ศึึกษาควิามแม่นยืำของผ่ลการคำนวิณ์จัากวิิธี ่

บาวิดัาร่เอลิเมนต์์

 พิจัารณาแผู้่นพ่�นหนารับแรงกุระจัายสม�ำเสมอ q มี

ค่า v และ Ks เท่ากุับ 0.3 และ 5/6 ตามลำดีับ ค่ากุารโกุ่งตัว 

โมเมนต์ดีัดี และแรงเฉ่อนที�ไดี้จัะถููกุทำให้ไร้หน่วยดี้วยสูตร 

 และ  ตามลำดีบั เม่�อ 

a ค่อ ความยาวดี้านของแผู้่นพ่�น 

 3.1.1 แผู้่นพ่�นวงกุลมหนา

 แผู่้นพ่�นหนาวงกุลมขนาดีเส้นผู่้านศุ์นย์กุลาง a ที�

อัตราส่วนความหนาต่อความกุว้าง (h/a) ต่างๆ มีเง่�อนไขที�

รองรบัแบบยดึีแนน่ และพิจัารณาใช ้N = 200 และ M = 763  

ค่ากุารโกุ่งตัวและโมเมนต์ดีัดีที�กุึ�งกุลางแผู้่นพ่�นที�ไดี้ แสดีงดีัง

ตารางที� 1 พบว่า คำตอบของงานวิจััยนี�เม่�อเทียบกุับวิธีเชิง

วิเคราะห์ [20] มีค่าที�ใกุล้เคียงกุันมากุ เป็นกุารย่นยันว่าวิธี

กุารเชิงตัวเลขนี� มีประสิทธิภาพในกุารนำมาประยุกุต์ใช้กุับ

ปัญหาแผู้่นพ่�นหนาไดี้เป็นอย่างดีี

ต์ารางที่่� 1 กุารโกุ่งตัวและโมเมนต์ที�กุึ�งกุลางแผู้่นพ่�นวงกุลม

h/a  
Exact [20] Present Exact [20] Present

0.10 0.01634 0.01639 0.08125 0.08140
0.15 0.01723 0.01725 0.08125 0.08133
0.20 0.01848 0.01849 0.08125 0.08130
0.25 0.02009 0.02009 0.08125 0.08128

 3.1.2 แผู้่นพ่�นหนาสี�เหลี�ยมจััตุรัสวางบนฐานรากุ

ย่ดีหยุ่นแบบ Winkler

 พิจัารณาแผู้่นพ่�นหนาสี�เหลี�ยมจััตุรัสขนาดี a วางบน

ฐานรากุย่ดีหยุ่นแบบ Winkler ที�อัตราส่วนความหนาต่อ

ความกุว้าง (h/a) ต่างๆ โดียที�  ค่อ มอดีุลัสของฐานรากุ

แบบไรห้นว่ยมคีา่เทา่กุบั  ขณะที�พจิัารณาเง่�อนไข

ที�รองรับ 2 แบบ ค่อ 1) ที�รองรับธรรมดีาแบบแข็งทั�งสี�ดี้าน 
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(SSSS) และ 2) ที�รองรับแบบแผู้่นพ่�น Lévy ค่อ สองดี้าน

ที�ตรงข้ามกุันมีเง่�อนไขที�รองรับธรรมดีาแบบแข็ง และอีกุ

สองดี้านที�เหล่อมีเง่�อนไขที�รองรับแบบยึดีแน่น (SCSC) ซึ�ง

จัำนวนโหนดีบนขอบเขตและโหนดีภายในที�ใช้ ค่อ N = 120 

และ M = 441 ผู้ลกุารโกุง่ตวัและโมเมนตท์ี�กุึ�งกุลางแผู้น่พ่�นที�

วิเคราะห์ไดี้แสดีงดีังตารางที� 2 และ 3 ตามเง่�อนไขขอบเขต

แบบ SSSS และ SCSC ตามลำดีับ พบว่าคำตอบของวิจััยนี�

เม่�อเทียบกุับวิธีเชิงวิเคราะห์ [21] มีค่าใกุล้เคียงกุันอย่างมากุ

ต์ารางที่่� 2 กุารโกุง่ตวัและโมเมนตด์ีดัีที�กุึ�งกุลางแผู้น่พ่�นหนา

สี�เหลี�ยมจััตุรัสที�มีที�รองรับแบบ SSSS

h/a  
Exact [21] Present Exact [21] Present

 = 1 
0.10 0.00426 0.00425 0.04774 0.04768
0.15 0.00452 0.00452 0.04773 0.04772
0.20 0.00489 0.00489 0.04772 0.04773

 = 3 
0.10 0.00348 0.00348 0.03834 0.03831
0.15 0.00365 0.00365 0.03784 0.03784
0.20 0.00387 0.00388 0.03716 0.03717

ต์ารางที่่� 3 กุารโกุง่ตวัและโมเมนตด์ีดัีที�กุึ�งกุลางแผู้น่พ่�นหนา

สี�เหลี�ยมจััตุรัสที�มีที�รองรับแบบ SCSC

h/a  
Exact [21] Present Exact [21] Present

 = 1 
0.10 0.00221 0.00222 0.02575 0.02575
0.15 0.00255 0.00257 0.02728 0.02733
0.20 0.00302 0.00303 0.02915 0.02923

 = 3 
0.10 0.00198 0.00198 0.02272 0.02271
0.15 0.00224 0.00226 0.02362 0.02364
0.20 0.00259 0.00260 0.02463 0.02468

3.2 การศึึกษาเง้�อนไขจั่ดัรองรับที่่�ขอบเขต์แบบต์่างๆ

 พิจัารณาแผู้่นพ่�นหนาสี�เหลี�ยมจััตุรัสขนาดี a ที�วางอยู่

บนฐานรากุย่ดีหยุ่นแบบ Winkler อัตราส่วน h/a เท่ากุับ 

0.20 รับแรงกุระจัายสม�ำเสมอ q และมีค่า v และ Ks เท่ากุับ 

0.3 และ 5/6 ตามลำดีับ ขณะที�ค่า  เท่ากุับ 0.8429 โดีย

พจิัารณาใช ้N = 120 และ M = 441 ซึ�งกุารกุระจัายของโหนดี

แสดีงไดี้ดีังรูปที� 4 กุารศ์ึกุษานี�จัะพิจัารณาเง่�อนไขที�รองรับ

เหม่อนกุันทั�ง 4 ดี้าน แบบต่างๆ ค่อ ที�รองรับแบบยึดีแน่น 

(C) ที�รองรบัธรรมดีาแบบออ่น (S’) ที�รองรบัธรรมดีาแบบแขง็ 

(S) ที�รองรับแบบอิสระ (F) ที�รองรับกุารเคล่�อนที�ย่ดีหยุ่น (T) 

และที�รองรับกุารยึดีรั�งย่ดีหยุ่น (R) โดียที�ค่าสติฟัเนสของกุาร

เคล่�อนที�และสติฟัเนสของกุารหมุนแบบไร้หน่วยสามารถูหา

ไดี้จัากุ  และ  ตามลำดีับ 

 ผู้ลที�ไดี้แสดีงดีังตารางที� 4 สังเกุตว่าค่ากุารโกุ่งตัว  

โมเมนต์ดีัดี และแรงเฉ่อนที�เกุิดีขึ�นภายในแผู่้นพ่�นมีค่ามากุ

ที�สุดีเม่�อแผู้่นพ่�นมีที�รองรับธรรมดีาแบบอ่อน และมีค่า

น้อยที�สุดีเม่�อมีที�รองรับแบบยึดีแน่น เน่�องจัากุจุัดีรองรับที�

ขอบเขตกุเ็ป็นส่วนหนึ�งของโครงสรา้งแผู้น่พ่�นที�มคีา่ความแขง็ 

แตกุต่างกุันในแต่ละชนิดีของที�รองรับ ดีังนั�นจัะเห็นว่าที�

รองรับธรรมดีาแบบอ่อนมีค่าความแข็งน้อยกุว่าที�รองรับ 

แบบยึดีแน่น และกุรณีเง่�อนไขที�รองรับกุารเคล่�อนที�ย่ดีหยุ่น 

เม่�อค่า  = 0 ผู้ลที�ไดี้ตรงกัุบกุรณีที�รองรับแบบอิสระ  

แต่เม่�อค่า  = 107 ผู้ลที�ไดี้จัะมีค่าใกุล้เคียงกุับกุรณีที�รองรับ

เง่�อนไขธรรมดีาแบบอ่อน ในขณะเดีียวกุันกุรณีที�รองรับกุาร

ยึดีรั�งย่ดีหยุ่น เม่�อค่า  = 0 ผู้ลที�ไดี้ตรงกุับกุรณีเง่�อนไขที�

รองรับธรรมดีาแบบแข็ง ในขณะที�กุรณี  = 103 ผู้ลที�ไดี้จัะ

ใกุล้เคียงกุับกุรณีเง่�อนไขที�รองรับแบบยึดีแน่น

รูปที่่� 4 ตำแหน่งโหนดีที�ขอบเขตและโหนดีภายใน N = 120 

และ M = 441
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3.3 การศึึกษาพื้ฤต์ิกรรมของแผ่่นพ้ื้�นห์นาท่ี่�วิางอยืู่บน

ฐานรากยื้ดัห์ยื่่นห์ลายืชั้ั�น

 พจิัารณาแผู่้นพ่�นสี�เหลี�ยมจัตุัรสัขนาดี 1 เมตร ความหนา  

0.2 เมตร รับแรงกุระจัายสม�ำเสมอ 10,000 กุิโลนิวตัน/

ตารางเมตร มีที�รองรับธรรมดีาแบบแข็งทั�งสี�ดี้าน วางอยู่บน

ฐานรากุย่ดีหยุ่นจัำนวน 5 ชั�น โดียที�ค่า k1, k2, k3, k4 และ 

k5 ค่อ มอดีุลัสของฐานรากุของชั�นบนสุดีไปจันถูึงชั�นล่างสุดี  

ตามลำดีับ โดียตัวอย่างของแรงต้านทานจัากุฐานรากุที�มี 2 

และ 3 ชั�น เป็นดีังสมกุารที� (6) และ (7) ตามลำดีับ และแผู้่น

พ่�นมีค่า E เท่ากุับ 24,855,572 กุิโลนิวตัน/ตารางเมตร ใน

ขณะที�ค่า v และ Ks เท่ากุับ 0.3 และ 5/6 ตามลำดีับ กุาร

วิเคราะห์จัะใช้จัำนวน N = 120 และ M = 441 และสมมติค่า

มอดีลุสัของฐานรากุของทั�ง 5 ชั�น ออกุเปน็ 5 กุรณี ดีงัตารางที� 5  

สังเกุตว่ากุรณีที� 1 ไปจันถูึงถูึง 5 เปรียบเสม่อนกุารพิจัารณา

จัำนวนชั�นของฐานรากุแบบ 1 ชั�น ไปจันถูึง 5 ชั�น ตามลำดีับ 

ผู้ลที�ไดี้จัากุกุารวิเคราะห์ของทั�ง 5 กุรณีเป็นไปดีังตารางที� 6 

ซึ�งผู้ลที�ไดีแ้สดีงใหเ้หน็ว่าเม่�อพจิัารณาจัำนวนชั�นของฐานรากุ

เพิ�มขึ�นค่ากุารโกุ่งตัวและโมเมนต์ดีัดีที�กึุ�งกุลางของแผู้่นพ่�น

มีค่าเพิ�มขึ�น แต่ในทางตรงกุันข้าม อัตรากุารเพิ�มขึ�นนั�นม ี

แนวโน้มลดีลงอย่างเห็นได้ีชัดี ซึ�งสังเกุตได้ีว่ากุารพิจัารณา

ฐานรากุเพียง 4 ชั�น ของกุรณีที� 4 กุ็เพียงพอแล้วต่อกุาร

วิเคราะห์พฤติกุรรมของแผู้่นพ่�นที�วางอยู่บนฐานรากุย่ดีหยุ่น

ต์ารางที่่� 6 ค่ากุารโกุ่งตัวและโมเมนต์ดีัดีที�กุึ�งกุลางของแผู่้น

พ่�นหนาสี�เหลี�ยมจััตุรัสที�วางบนฐานรากุย่ดีหยุ่น 

5 ชั�น ในแต่ละกุรณีของค่ามอดีุลัสของฐานรากุ
Case w (m)  (kN-m/m)

1 0.002675 475.3
2 0.002682 476.5
3 0.002684 477.0
4 0.002686 477.3
5 0.002686 477.4

3.4 แผ่่นพื้้�นห์นาวิางบนฐานรากยื้ดัห์ยื่่นและม่เง้�อนไขที่่�

ขอบเขต์แบบผ่สม

 พจิัารณาแผู่้นพ่�นหนาสี�เหลี�ยมจัตัรุสัขนาดี a วางอยูบ่น

ฐานรากุย่ดีหยุ่นจัำนวน 4 ชั�น โดียที�ค่า 1, 2, 3 และ 4  

ต์ารางที่่� 4 ผู้ลกุารคำนวณของแผู้่นพ่�นหนาสี�เหลี�ยมจััตุรัสวางบนฐานรากุแบบ Winkler ที�เง่�อนไขขอบเขตต่างๆ
Boundary Condition  at Center  at Center  at Corner  at Middle of Boundary

F 2 0 0 0

S’ 0.0056 0.0545 0.0224 0.4251

S 0.0049 0.0478 0.0531 0.3394

C 0.0022 0.0236 0.0067 0.3888

T (  = 0) 2 0 0 0

T (  = 107) 0.0056 0.0545 0.0225 0.4258

R (  = 0) 0.0049 0.0478 0.0531 0.3384

R (  = 103) 0.0022 0.0239 0.0070 0.3881

ต์ารางที่่� 5 กุรณีสมมติค่ามอดีุลัสของฐานรากุแต่ละชั�น
Case k1 (kN/m2/m) k2 (kN/m2/m) k3 (kN/m2/m) k4 (kN/m2/m) k5 (kN/m2/m)

1 40,000 ∞ ∞ ∞ ∞ 
2 40,000 80,000 ∞ ∞ ∞ 
3 40,000 80,000 100,000 ∞ ∞ 
4 40,000 80,000 100,000 150,000 ∞ 
5 40,000 80,000 100,000 150,000 200,000



12

จิิรพงศ์์ ชนะดีี และคณะ, “การวิิเคราะห์์การดีัดีของแผ่่นพ้�นห์นาที่ี�วิางบนฐานรากยื้ดีห์ยื่่นห์ลายืชั�นโดียืวิิธีีบาวิดีารีเอลิเมนต์์.”

The Journal of KMUTNB., Vol. 34, No. 1, Jan.–Mar. 2024

วารสารวิชาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนือ ปีีที่่� 34 ฉบัับัที่่� 1 ม.ค.–ม่.ค. 2567

  คอ่ มอดุีลสัของฐานรากุแบบไรห้นว่ยของชั�นบนสุดีไปจันถึูง

ชั�นล่างสุดีและกุำหนดีให้มีค่าเท่ากุับ 1.2, 1.4, 1.5 และ 1.7 

ตามลำดีับ แผู้่นพ่�นนี�รับแรงกุระจัายสม�ำเสมอ q อัตราส่วน

ความหนาต่อความกุว้างเท่ากุับ 0.20 ขณะที�ค่า v และ Ks 

เท่ากุับ 0.3 และ 5/6 ตามลำดีับ

 เง่�อนไขที�ขอบเขตของแผู้่นพ่�นแบ่งออกุเป็น 9 กุรณี 

ซึ�งเป็นกุารผู้สมกุันระหว่างเง่�อนไขที�รองรับแบบยึดีแน่น (C) 

เง่�อนไขที�รองรับธรรมดีาแบบแข็ง (S) และเง่�อนไขที�รองรับ

แบบอิสระ (F) แสดีงแต่ละกุรณีไดี้ดีังรูปที� 5 และในกุาร

วิเคราะห์ครั�งนี�กุำหนดีให้ค่า N = 120 และ M = 441 ซึ�งผู้ล

ที�ไดี้ของค่ากุารโกุ่งตัว โมเมนต์ดีัดี โมเมนต์บิดี และแรงเฉ่อน 

แบบไรห้น่วยที�เกิุดีขึ�นบริเวณกุึ�งกุลางแผู่้นพ่�น แสดีงดัีงตาราง

ที� 7 ซึ�งผู้ลกุารศ์กึุษานี�มวีตัถูปุระสงคเ์พ่�อเปน็เกุณฑ์ม์าตรฐาน

ไว้ใช้ในกุารเปรียบเทียบกัุบผู้ลกุารคำนวณที�ได้ีจัากุกุาร

วิเคราะห์โดียวิธีอ่�นสำหรับงานวิจััยในอนาคต

3.5 การประยื่กต์์ใชั้้วิิธี่กับแผ่่นพ้ื้�นที่่�ม่รูปร่างซัับซั้อนและ

วิางอยืู่บนฐานรากยื้ดัห์ยื่่น

 รูปร่างและเง่�อนไขของแผู้่นพ่�นทั�วไป 1 และ 2 แสดีง

ดีังรูปที� 6 และ 7 ตามลำดีับ และแผู้่นพ่�นทั�งสองมีที�รองรับ

ทกุุดีา้นเปน็แบบยดึีแนน่วางบนฐานรากุยด่ีหยุน่จัำนวน 4 ชั�น  

โดียที�ค่า k1, k2, k3 และ k4 ค่อ มอดีุลัสของฐานรากุของ

ชั�นบนสุดีไปจันถูึงชั�นล่างสุดี มีค่าเท่ากุับ 40,000, 80,000, 

100,000 และ 150,000 กุิโลนิวตันต่อลูกุบาศ์ก์ุเมตร  

ตามลำดัีบ และพิจัารณาแผู่้นพ่�นที�ความหนาขนาดีต่างๆ มี 

มอดีุลัสย่ดีหยุ่น 24,855,572 กุิโลนิวตัน/ตารางเมตร  

รบัแรงกุระจัายสม�ำเสมอขนาดี 6,895 กุโิลนวิตัน/ตารางเมตร  

ขณะที�ค่า v และ Ks เท่ากัุบ 0.3 และ 5/6 ตามลำดีับ  

แผู้่นพ่�นทั�วไป 1 พิจัารณาใช้ N = 165 และ M = 413  

แผู้่นพ่�นทั�วไป 2 ใช้  N = 125 และ M = 375 

 ผู้ลที�ไดี้ของค่ากุารโกุ่งตัวสูงสุดีสำหรับแผู้่นพ่�นทั�วไป 1  

และ 2 ที�ขนาดีความหนาต่างๆ เม่�อเปรียบเทียบกุับผู้ลที�ไดี้ 

จัากุกุารโปรแกุรม Ansys แสดีงได้ีดีังตารางที� 8 และ 9  

รูปที่่� 5 กุรณีเง่�อนไขที�ขอบเขตของแผู้่นพ่�น

รูปที่่� 6 แผู้่นพ่�นรูปร่างทั�วไป 1

รูปที่่� 7 แผู้่นพ่�นรูปร่างทั�วไป 2
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ตามลำดีับ ซึ�งผู้ลจัากุโปรแกุรม Ansys ของแผู้่นพ่�นทั�วไป 1 

และ 2 แสดีงไดี้ดีังรูปที� 8 และ 9 ตามลำดีับ โดียบริเวณที�

เกุิดีค่ากุารโกุ่งตัวสูงสุดีของแผู้่นพ่�นที�ทั�วไป 1 และ 2 อยู่ที�

ตำแหน่ง (0.830, 0.508) และ (0.274, 0.742) ตามลำดีับ

ต์ารางที่่� 8 กุารโกุ่งตัวสูงสุดีของแผู้่นพ่�นทั�วไป 1 
h 

(m)

wmax/h 

Present

wmax/h

FEM
%diff

0.127 0.00419 0.00430 2.627

0.190 0.00131 0.00131 0.284

0.254 0.00063 0.00062 2.196

0.318 0.00037 0.00036 3.009

ต์ารางที่่� 9 กุารโกุ่งตัวสูงสุดีของแผู้่นพ่�นทั�วไป 2
h 

(m)

wmax/h 

Present

wmax/h

FEM
%diff

0.127 0.0029145 0.0029234 0.304

0.190 0.0009308 0.0009328 0.220

0.254 0.0004496 0.0004502 0.146

0.318 0.0002652 0.0002654 0.099

 จัากุตารางที� 8 และ 9 สงัเกุตว่าเม่�อเปรียบเทียบค่ากุาร

โกุง่ตวัสงูสดุีกุบัวธิ ีFinite Element Method จัากุโปรแกุรม 

Ansys คำตอบที�ไดี้มีความใกุล้เคียงกุัน ซึ�งแสดีงให้เห็นถูึง

ประสิทธิภาพของวิธี BEM ในกุารประยุกุต์ใช้กุับแผู้่นพ่�นที�มี

รูปร่างซับซ้อนและวางอยู่บนฐานรากุย่ดีหยุ่น

ต์ารางที่่� 7 ค่ากุารโกุ่งตัว โมเมนต์ดีัดี โมเมนต์บิดี และแรงเฉ่อนที�กุึ�งกุลางแผู้่นพ่�นในแต่ละกุรณีเง่�อนไขที�ขอบเขตแบบผู้สม
Case

1 0.002169 0.024 0.024 0.0000 0.000 0.000

2 0.002565 0.026 0.028 0.0000 0.033 0.000

3 0.003124 0.032 0.032 0.0001 0.040 –0.040

4 0.003824 0.037 0.039 0.0000 0.000 0.050

 5 0.003030 0.016 0.032 0.0000 0.035 0.000

6 0.008848 0.078 0.037 0.0000 0.000 –0.054

7 0.003965 0.041 0.011 0.0000 0.000 0.000

8 0.014124 0.119 0.024 0.0000 0.000 0.000

9 0.003032 0.029 0.033 0.0000 0.000 0.000

รูปที่่� 8 ผู้ลกุารวเิคราะหแ์ผู้น่พ่�นรปูรา่งทั�วไป 1 จัากุโปรแกุรม 

Ansys

รูปที่่� 9 ผู้ลกุารวเิคราะหแ์ผู้น่พ่�นรปูรา่งทั�วไป 2 จัากุโปรแกุรม 

Ansys
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4. สร่ป

 กุารศ์กึุษาวธิกีุารบาวดีารเีอลเิมนตท์ี�ใชร้ว่มกุบัหลกัุกุาร

สมกุารแอนะลอ็กุเพ่�อวเิคราะหป์ญัหากุารดีดัีของแผู้น่พ่�นของ

กุารศ์ึกุษาครั�งนี� แบ่งกุารศ์ึกุษาออกุเป็น 5 ประเดี็น สรุปผู้ล

กุารศ์ึกุษาไดี้ดีังนี�

1) ผู้ลจัากุวธิกีุารบาวดีารเีอลิเมนตเ์ม่�อเทียบกัุบผู้ลจัากุ

วิธีเชิงวิเคราะห์ที�มีเง่�อนไขของปัญหาเหม่อนกัุนพบว่า มีค่า

ใกุล้เคียงกัุนมากุ แสดีงให้เห็นถึูงประสิทธิภาพที�ยอดีเยี�ยม

ในกุารใช้วิเคราะห์ปัญหาแผู้่นพ่�นหนาต่างๆ ที�ไดี้จัากุวิธีที� 

นำเสนอในงานวิจััยนี�

2) ผู้ลกุารศ์ึกุษาเง่�อนไขจัุดีรองรับที�ขอบแบบต่างๆ 

แสดีงให้เห็นถูึงค่าความแข็งของจุัดีรองรับแต่ละแบบ โดียที�

รองรบัธรรมดีาแบบออ่นจัะมคีา่ความแขง็นอ้ยที�สดุี ในขณะที�

ที�รองรับแบบยึดีแน่นจัะมีคา่ความแขง็มากุที�สดุี และที�รองรับ

กุารเคล่�อนที�ยด่ีหยุน่ เม่�อ  = 0 พฤติกุรรมจัะเหมอ่นที�รองรบั

แบบอิสระ แต่ถู้า  มีค่าสูงๆ พฤติกุรรมจัะเหม่อนที�รองรับ 

ธรรมดีาแบบอ่อน และที�รองรับกุารยึดีรั�งย่ดีหยุ่น เม่�อ  = 0 

พฤติกุรรมจัะเหมอ่นที�รองรับธรรมดีาแบบแขง็ แต่ถูา้  มคีา่

สูงๆ พฤติกุรรมจัะเหม่อนที�รองรับแบบยึดีแน่น

3) กุารวิ เคราะห์ปัญหาแผู้่นพ่�นหนาที�วางอยู่บน

ฐานรากุย่ดีหยุ่นหลายชั�น ตั�งแต่ 1 ชั�นไปจันถูึง 5 ชั�น ทำให้

ทราบว่าเม่�อพิจัารณาจัำนวนชั�นของฐานรากุเพิ�มขึ�นค่ากุาร

โกุ่งตัวและโมเมนต์ดีัดีที�กุึ�งกุลางของแผู้่นพ่�นจัะมีค่าเพิ�มขึ�น 

แต่ในทางตรงกุันข้าม อัตรากุารเพิ�มขึ�นนั�นมีแนวโน้มลดีลง

อย่างเห็นไดี้ชัดี จัากุกุรณีที�ศ์ึกุษาพบว่า พิจัารณาฐานรากุ

เพยีง 4 ชั�น เพยีงพอตอ่กุารวเิคราะหพ์ฤตกิุรรมของแผู้น่พ่�นที�

วางอยู่บนฐานรากุย่ดีหยุ่น

4) กุารศ์ึกุษาแผู้่นพ่�นหนาวางบนฐานรากุย่ดีหยุ่น

จัำนวน 4 ชั�น และมีเง่�อนไขที�ขอบเขตแบบผู้สม โดียเง่�อนไข

ที�ขอบเขตของแผู้่นพ่�นแบ่งออกุเป็น 9 กุรณี เป็นกุารผู้สมกุัน

ระหว่างเง่�อนไขที�รองรับแบบยึดีแน่น (C) เง่�อนไขที�รองรับ

ธรรมดีาแบบแข็ง (S) และเง่�อนไขที�รองรับแบบอิสระ (F) 

กุารศ์ึกุษานี�มีวัตถูุประสงค์เพ่�อเป็นเกุณฑ์์มาตรฐานไว้ใช้ใน

กุารเปรียบเทียบกุับผู้ลที�ไดี้จัากุกุารวิเคราะห์โดียวิธีอ่�น

5) ผู้ลจัากุกุารประยุกุต์ใช้วิธี BEM กุับปัญหาแผู้่นพ่�น 

รปูร่างที�ซบัซ้อนวางบนฐานรากุยด่ีหยุน่ 4 ชั�น ผู้ลที�ได้ีเทยีบกัุบ 

ผู้ลจัากุโปรแกุรม Ansys Workbench พบว่า มค่ีาใกุล้เคยีงกุนั  

แสดีงให้เห็นว่าวิธี BEM สามารถูใช้วิเคราะห์ปัญหาแผู้่นพ่�น

รูปร่างซับซ้อนไดี้อย่างมีประสิทธิภาพ

5. กิต์ต์ิกรรมประกาศึ

 งานวิจััยนี�ไดี้รับกุารสนับสนุนเงินทุนวิจััยและวิชากุาร
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