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บทคดัย่อ 
บทความนี�นาํเสนอพฤติกรรมการหล่อลื�นแบบอิลาสโตไฮโดรไดนามิกของวสัดุอ่อนที�มีการสัมผสัแบบ

เส้น เมื�อใช้อากาศเป็นสารหล่อลื�นและคิดผลของการเลื�อนไถลของโมเลกุลของชั�นอากาศ โดยใช้ระเบียบวิ ธี

คณิตศาสตร์เชิงตวัเลขร่วมกบัระเบียบวิธีมลัติกริด แกส้มการโมดิฟายด์เรยโ์นลด์และสมการการเปลี�ยนแปลงรูปร่าง 

เพื�อหาการกระจายของความดนัฟิลม์อากาศและความหนาฟิลม์ของฟิลม์อากาศ เมื�อทาํการเปลี�ยนแปลงภาระที�กระทาํ

กบัทรงกระบอกและความเร็วผิวของทรงกระบอก จากการจาํลองผลพบว่าความหนาฟิล์มอากาศน้อยสุดเกิดขึ�นที�

บริเวณทางออกของการสัมผสั ความดนัของฟิล์มอากาศมีค่าเพิ�มขึ�นแต่ความหนาของฟิล์มอากาศน้อยสุดและความ

หนาของฟิลม์อากาศที�ตาํแหน่งกึ�งกลางของการสัมผสัมีค่าลดลง เมื�อภาระที�ทรงกระบอกไดรั้บเพิ�มขึ�น เมื�อความเร็วผิว

ของทรงกระบอกมีค่าเพิ�มขึ�น ความหนาของฟิลม์อากาศนอ้ยสุดและความหนาของฟิลม์อากาศที�ตาํแหน่งกึ�งกลางของ

การสัมผสัมีค่าเพิ�มขึ�น 
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Theoretical Investigation of Elastohydrodynamic Lubrication of Soft 

Material with Air Lubricant 

 
Jesda  Panichakorn and Khanittha  Wongseedakeaw* 

 

 

Abstract 
 This paper presented the elastohydrodynamic lubrication of soft material with air lubricant in line 

contact under the effect of air molecular slip. The time independent modified Reynolds equation and elastic 

equations were formulated for compressible fluid. The Newton-Raphson method and multigrid method were 

implemented to obtain the air film pressure and air film thickness profiles in the contact region at various loads and 

speeds. The simulation results showed the minimum air film thickness reaches at the exit of the contact region. The 

maximum air film pressure increases but the minimum air film thickness and central air film thickness decrease 

when the applied load increases. For increasing of surface speed, the minimum air film thickness and central air 

film thickness increases. 
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1. บทนํา 
 พฤติกรรมการหล่อลื�นของวัสดุอ่อนเช่น ซีลใน

ระบบ นิวเมติก การทาํงานของซีลสามารถจาํลองเป็น

การหล่อลื�นโดยใชอ้ากาศเป็นสารหล่อลื�น แต่วสัดุที�ใช้

ทาํซีล เป็นวสัดุที�มี Modulus of Elasticity น้อยหรืออาจ

เรียกว่าวัสดุอ่อน จึงจํา เป็นต้องคิดการเปลี�ยนแปลง

รูปร่างของวสัดุด้วย Hayashi [1] ทาํการวิเคราะห์เชิง

ตวัเลขของคุณสมบตัิทางพลวัตรของการหล่อลื�นด้วย

ก๊าซภายใตส้ภาวะที� Knudsen Number มีค่าสูง โดยใช้

สมการหล่อลื�นที�อยูบ่นพื�นฐานของสมการโบลทส์แมน 

(Boltzmann equation) และนาํการวิเคราะห์ดงักล่าวไป

เปรียบเทียบกับสมการประมาณค่าการรั�วไหล Chang 

[2] ศึกษาการไหลของอากาศระหว่างแผ่นฟิล์มกบัโรล

เลอร์ พบว่าความหนาของฟิล์มอากาศมีค่าอยู่ระหว่าง   

1-10 ไมโครเมตร ซึ� งพ ฤติกรรมดังกล่ าว เ รียกว่ า          

Air Elastohydrodynamic Lubrication (Air-EHL) 

Hashimoto [3] ไดท้าํการคาํนวณหาความหนาของชั�น

อากาศระหว่างลูกกลิ�งและแผ่นฟิลม์ที�กาํลงัเคลื�อนที�โดย

คาํนวณจากสมการเรยโ์นลด์ (Reynolds equation) และ

ผลจากการคาํนวณทางตัวเลขได้ถูกนํามาเขียนเป็น

โมเดลเพื�อประมาณค่าความหนาของฟิลม์อากาศ และได้

ทาํการทดลองยืนยนัผลของการประมาณค่าความหนา

ฟิล์มอากาศจากโมเดล Wongseedakaew  [4-5] ได้

นาํเสนอพฤติกรรมการหล่อลื�นของวสัดุอ่อน พบว่าการ

เพิ�มขึ�นของอุณหภูมิของฟิล์มสารหล่อลื�นมีค่าน้อยมาก 

จนสามารถคิดเป็นพฤติกรรมการหล่อลื�นที�ไม่คิดผลของ

กา ร เ ป ลี� ย น แ ป ล งอุ ณ ห ภูมิข อ งฟิ ล์มส า ร ห ล่ อ ลื� น 

Lubrecht [6 ]  ได้นํา เส นอ เท คนิ คมัลติก ริ ด ซึ� งมี

ประสิทธิภาพมากกว่าระเบียบวิธีนิวตนั-ราฟสัน สาํหรับ

การแกปั้ญหา EHL จากนั�นเทคนิคมลัติกริดถูกนาํมาใช้

ในการแกปั้ญหา TEHL โดย Osborn [7] 

บทความนี� ศึกษาพฤติกรรมการหล่อลื�นแบบอิ

ลาสโตไฮโดรไดนามิกของวสัดุอ่อนที�มีการสัมผสัแบบ

เส้น โดยสมมติใหอ้ากาศเป็นก๊าซในอุดมคติ และคิดผล

จากการลื�นไถลของโมเลกุลของชั�นอากาศดว้ยการใช ้

สมการเรยโ์นลดป์ระยกุต ์ร่วมกบัสมการการเสียรูปของ

วสัดุ 

 

2. ทฤษฎีการหล่อลื�นด้วยอากาศ 
 การจาํลองผลพฤติกรรมการหล่อลื�นของอากาศแบบ 

อิลาสโตไฮโดรไดนามิกของวสัดุอ่อน และไม่คิดผลจาก

การเปลี�ยนแปลงอุณหภูมิของอากาศเมื�อพิจารณาผลของ

การเลื�อนไถลของโมเลกุลของชั�นอากาศ 

2.1 สมการโมดิฟายด์เรย์โนลด์ 

พฤติกรรมของการหล่อลื�นของอากาศแบบอิลาสโต

ไฮโดรไดนามิกอธิบายได้จากสมการโมดิฟายด์เรย์

โนลด ์เกิดจากการรวมสมการสองสมการ ไดแ้ก่ สมการ

นาเวีย-สโต็ก (Navier-Stokes equation) และสมการ

ความต่อเนื�อง (Continuity equation) โดยของไหลเป็น

แบบอดัตวัได ้(Compressible fluid) เมื�ออากาศเป็นของ

ไหลนิวโตเนียนในสภาวะคงตวัที�สัมผสัเป็นเส้น 
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เมื�อสมมติให้อากาศมีคุณสมบตัิเป็นก๊าซในอุดมคติ 

และพิจารณาผลจากการเลื�อนไถลของโมเลกุลของชั�น

อากาศ จะได ้
 

                           
a

a

p

p




  และ a

N

a

K
h


                    (2) 

 



บทความวจิยั                                                                 วารสารวิชาการเทคโนโลยีอุตสาหกรรม ปีที� 9 ฉบบัที� 3  กนัยายน – ธันวาคม  2556 

The Journal of Industrial Technology, Vol. 9, No. 3 September – December  2013 

 

133 

จะไดว้่า 
 

                                     N a aK p h

p
                            (3) 

 

เมื�อพิจารณาผลของการเลื�อนไถลของโมเลกุลของชั�น

อากาศ จะไดค้วามสัมพนัธ์ของความหนืดของอากาศ [8] 
 

                           
0

1 6 /N a aK p h ph


 


                   (4) 

 

โดยที� 

a  = Free molecular length,  

NK = Knundsen Number 
 

เมื�อ 
 

0.001NK  = Continuous flow 

0.01 15NK  = Slip flow 

15NK  = Molecular flow 
 

แทนค่าจากสมการ (2), (3) และ (4) ในสมการ (1) จะได ้
 

           
3

0

6
1

12
N a aK p hh p

u h
x ph x x






    
   

    

         (5) 

 

จดัรูปสมการใหอ้ยูใ่นรูปไร้มิติ โดยที�ตวัแปรไร้มิติคือ 
 

                  , ax bX p p P   และ 2

x

b
h H

R

 
  
 

                    

 

แทนค่าตวัแปรไร้มิติลงในสมการ (5) จะได ้
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   
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โดยที� 
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เงื�อนไขขอบสาํหรับสมการโมดิฟายดเ์รยโ์นลด ์
 

                 1.0inlet exitP X P X  และ 
0

exitX X

P

X 

 
 

 

          

 

2.2 สมการความหนาฟิล์มของสารหล่อลื�น 

สมการความหนาฟิล์มของอากาศขึ�นอยู่กบัลกัษณะ

กายภาพและการเปลี�ยนแปลงรูปร่างของทรงกระบอก

และแผ่นเรียบเนื�องจากการเปลี�ยนแปลงของความดัน

ของฟิลม์สารหล่อลื�น ในรูปแบบไร้มิติ 
 

          2

0

1
( ) ln

2 X

X
H H P X X X dX

R 





     
       (7) 

 

2.3 สมการสมดุลแรง 

ภาระที�กระทาํกบัผิวสัมผสัจะเท่ากบัผลรวมของแรง

ที�กระทาํผ่านฟิลม์อากาศ ในรูปแบบไร้มิติ 
 

                       ( ) 1
2

P X dX




                            (8) 

 

3. ระเบียบวธิีเชิงตวัเลข 

สมการโมดิฟายด์เรย์โนลด์ เป็นสมการไม่เป็นเชิง

เส้นสูงจึงได้ประยุกต์ใช้ วิธีผลต่างสืบเนื�องร่วมกับ

ระเบียบวิ ธี นิวตัน-ราฟสันมาใช้ในการแก้สมการ

โมดิฟายดเ์รยโ์นลด ์โดยทาํการแบ่งโหนดออกเป็นไดด้งั

รูป 1 

 

 
รูปที� 1 ขนาดความกวา้งระหว่างโนด 

 



บทความวจิยั                                                                 วารสารวิชาการเทคโนโลยีอุตสาหกรรม ปีที� 9 ฉบบัที� 3  กนัยายน – ธันวาคม  2556 

The Journal of Industrial Technology, Vol. 9, No. 3 September – December  2013 

 

134 

การศึกษาครั� งนี� ได้กาํหนดให้ความกว้างระหว่างโนด

เท่ากนั 
 

1 1i i i iX X X X X       
 

กระจายสมการโมดิฟายด์เรยโ์นลด์(6) ดว้ยระเบียบ

วิธีผลต่างสืบเนื�องร่วมกบัระเบียบวิธีนิวตนั-ราฟสัน จะ

ไดว้่า 
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เมื�อ 
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เมื�อประยุกต์ระเบียบวิธีนิวตันราฟสันกับสมการเรย์

โนลดเ์พื�อหาค่าคาํตอบจะไดว้่า  
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ทาํการคาํนวณซํ�าจนกระทั�ง 
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4. ผลการคาํนวณ 

คุณสมบตัิของทรงกระบอก แผ่นเรียบ และอากาศที�

ใชใ้นบทความนี�  แสดงตามตารางที� 1 และพิกดัที�ใชใ้น

การจาํลองผลแสดงดงัรูปที� 2 

ตารางที� 1 คุณสมบตัิของวสัดุ 

คุณสมบติัของวสัดุ แผ่นเรียบ ทรงกระบอก 

Modulus of Elasticity (GPa) 200.0 0.005 

Poisson ratio 0.30 0.40 

Air viscosity, Pa-s 1.789 x 10-5 

 

 
รูปที� 2 พิกดัที�ใชใ้นการจาํลองผล 

การจาํลองผลพฤติกรรมการหล่อลื�นของอากาศแบบ 
อิลาสโตไฮโดรไดนามิกที�มีการสัมผสัแบบเส้นของวสัดุ
อ่อน ระหว่างทรงกระบอกกบัแผ่นเรียบเมื�อไม่คิดผล
จากการเปลี�ยนแปลงอุณหภูมิของฟิล์มอากาศ และ
พิจารณาผลของการเลื�อนไถลของโมเลกุลของชั�นอากาศ 
ที�รัศมีของทรงกระบอกเท่ากบั 35 mm และแผ่นเรียบไม่
มีการเคลื�อนที� ความเร็วผิวของทรงกระบอกเท่ากับ     
10 m/s ภาระที�ทรงกระบอกและแผ่นเรียบไดรั้บเท่ากบั 
100 N/m พบว่าความดนัของฟิล์มอากาศในช่วงการ
สัมผัสมีลักษณะคล้ายระฆังคว ํ�า  ความดันของฟิล์ม
อากาศมีค่าเพิ�มขึ� นจากบริเวณทางเข้าจนมีความดัน
สูงสุดเกิดขึ�นที�บริเวณใกลก้บัจุดกึ�งกลางของการสัมผสั
โดยมีค่าความดันของฟิล์มอากาศสูงสุดเท่ากับ 1.737 
บาร์ โดยเกิดขึ�นที�ตาํแหน่ง X = +0.027 mm จากนั� น
ความดนัจึงมีค่าลดลงจนมีค่าน้อยสุดที�บริเวณทางออก
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ของการสัมผสั ที�ตาํแหน่ง X = +1.001 mm โดยมีค่า
ความดนัฟิล์มอากาศน้อยสุดเท่ากบั 0.909 บาร์ และมี
ความดนัเพิ�มขึ�นจนมีความดนัเท่ากบัความดนับรรยากาศ 
ความหนาของฟิลม์อากาศในช่วงการสัมผสัมีความหนา
ใกลเ้คียงกนั เป็นผลเนื�องจากลกัษณะของกายภาพและ    
การเปลี�ยนแปลงรูปร่างของวสัดุเนื�องจากความดนัของ
ฟิลม์อากาศและความหนาฟิล์มน้อยสุดเกิดขึ�นที�บริเวณ
ทางออกของการสัมผัส โดยมีความหนาฟิล์มน้อยสุด
เท่ากบั 0.938 m ที�ตาํแหน่ง X = +0.852 mm แสดงดงั
รูปที� 3 
 

 
 

รูปที� 3 แสดงความดนัและความหนาของฟิล์มอากาศ
ภายใตช้่วงสัมผสั เมื�อภาระที�ทรงกระบอกไดรั้บเท่ากบั 
100 N/m ความเร็วของทรงกระบอกเท่ากบั 10 m/s 
 

 
 

รูปที� 4 แสดงความดนัของฟิมลอ์ากาศภายใตช้่วงสัมผสั
เมื�อภาระที�ทรงกระบอกไดรั้บเท่ากบั 50 N/m 100 N/m 
และ 150 N/m ที�ความเร็วของทรงกระบอกเท่ากบั 10 
m/s 

 
 

รูปที� 5 แสดงความหนาของฟิมล์อากาศภายใต้ช่วง
สัมผสัเมื�อภาระที�ทรงกระบอกไดรั้บเท่ากับ 50 N/m, 
100 N/m และ 150 N/m ที�ความเร็วของทรงกระบอก
เท่ากบั 10 m/s 
 

เมื�อภาระที�ทรงกระบอกไดรั้บเพิ�มขึ�น พบว่าความ

ดนัฟิลม์สารหล่อลื�นและความกวา้งของการสัมผสัมีค่า

เพิ�มขึ�น แต่ความหนาของฟิล์มสารหล่อลื�นมีค่าลดลง 

แสดงดงัรูปที� 4 และรูปที� 5 ความดันของฟิล์มอากาศ

สูงสุดและความหนาของฟิล์มอากาศน้อยสุดในช่วง

สัมผสั มีค่าเท่ากบั 1.516 บาร์และ 1.078 m เมื�อภาระที�

ทรงกระบอกไดรั้บมีค่าเท่ากบั 50 N/m 100 N/m และ 

150 N/m ความดนัของฟิลม์อากาศสูงสุดและความหนา

ของฟิลม์อากาศน้อยสุดในช่วงสัมผสัมีค่าเท่ากบั 1.737 

บาร์และ 0.938 m และ 1.906 บาร์และ 0.898 m 

ตามลาํดบั 
 

รูปที� 6 แสดงการเปลี�ยนแปลงของความหนาของ

ฟิล์มอากาศน้อยสุด ความหนาฟิล์มอากาศที�ตาํแหน่ง

กึ�งกลางของการสัมผสั และความดนัฟิล์มอากาศสูงสุด 

ในช่วงสัมผัสเมื�อเปลี�ยนแปลงภาระที�ทรงกระบอก

ได้รับ พบว่าความดันของฟิล์มอากาศมีค่าเพิ�มขึ� น แต่

ความหนาของฟิล์มอากาศน้อยสุด และความหนาของ

ฟิลม์อากาศที�ตาํแหน่งกึ�งกลางของการสัมผสัมีค่าลดลง 

เมื�อภาระที�ทรงกระบอกไดรั้บเพิ�มขึ�น 
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รูปที� 6 แสดงความหนาของฟิมล์อากาศน้อยสุด ความ

หนาฟิลม์อากาศที�ตาํแหน่งกึ�งกลางของการสัมผสั และ

ค ว า ม ดัน ฟิ ล์ ม อ า ก า ศ สู ง สุ ด  ใ น ช่ ว ง สั ม ผัส เ มื� อ

เปลี�ยนแปลงภาระที�ทรงกระบอกไดรั้บที�ความเร็วของ

ทรงกระบอก เท่ากบั 10 m/s 

 

ความเร็วผิวของทรงกระบอกเพิ�มขึ�น พบว่าความดนั

ฟิล์มสารหล่อลื�นและความกว้างของการสัมผัสมีค่า

เปลี� ยนแปลงน้อยมากเนื�องจากภาระที�กระทํากับ

ทรงกระบอกมีค่าคงที�แต่ความหนาของฟิล์มสารหล่อ

ลื�นมีค่า เพิ�มขึ� น ความหนาของฟิล์มอากาศน้อยสุด

ในช่วงสัมผสัมีค่าเท่ากบั 1.078 m, 1.078 m และ 

1.078 m เมื�อความเร็วผิวของทรงกระบอกมีค่าเท่ากบั 5 

m/s, 10 m/s และ 15 m/s ตามลาํดบั เป็นผลมาจากอตัรา

กา ร ไ ห ล ข อ งฟิ ล์มอ า ก า ศ ร ะ ห ว่ า งผิ ว สั มผัส ข อ ง

ทรงกระบอกมีค่า เพิ�มขึ� น เมื�อความเร็วของผิวของ

ทรงกระบอกมีค่าเพิ�มขึ�น แสดงดงัรูปที� 7 และรูปที� 8 

เมื�อการเปลี�ยนแปลงของความหนาของฟิล์มอากาศ

น้อยสุด ความหนาฟิล์มอากาศที�ตาํแหน่งกึ�งกลางของ

การสัมผสั และความดนัฟิลม์อากาศสูงสุดในช่วงสัมผสั 

เมื�อเปลี�ยนแปลงความเร็วผิวของทรงกระบอก พบว่า

ความดันของฟิล์มอากาศสูงสุดมีค่าลดลงแต่ความดัน

ฟิล์มอากาศสูงสุดที�ลดลงมีค่าน้อยมาก ความหนาของ

ฟิล์มอากาศน้อยสุดและความหนาของฟิล์มอากาศที�

ต ําแหน่งกึ� งกลา งของการสัมผัส มีค่ า เพิ�มขึ� น  เมื� อ

ความเร็วผิวของทรงกระบอกมีค่าเพิ�มขึ�นแสดงดงัรูปที� 9 

 

 
 

รูปที� 7 แสดงความดนัของฟิมลอ์ากาศภายใตช้่วงสัมผสั

เมื�อความเร็วของทรงกระบอกเท่ากบั 5 m/s, 10 m/s และ 

15 m/s ที�ภาระทรงกระบอกไดรั้บเท่ากบั 100 N/m 

 

 
รูปที� 8 แสดงความหนาของฟิมล์อากาศภายใต้ช่วง

สัมผสัเมื�อความเร็วของทรงกระบอกเท่ากบั 5 m/s, 10 

m/s 15 m/sที�ภาระทรงกระบอกไดรั้บเท่ากบั 100 N/m 



บทความวจิยั                                                                 วารสารวิชาการเทคโนโลยีอุตสาหกรรม ปีที� 9 ฉบบัที� 3  กนัยายน – ธันวาคม  2556 

The Journal of Industrial Technology, Vol. 9, No. 3 September – December  2013 

 

137 

 
 

รูปที� 9 แสดงความหนาของฟิล์มอากาศน้อยสุด ความ

หนาฟิลม์อากาศที�ตาํแหน่งกึ�งกลางของการสัมผสั และ

ความดันฟิล์มอากาศสูงสุด ภายใต้ช่วงสัมผัสเมื�อ

เปลี� ยนแ ปลงควา มเ ร็ วขอ งทร งกร ะบอ ก ที� ภาร ะ

ทรงกระบอกไดรั้บเท่ากบั 100 N/m 

 

5. สรุปผล 

การจําลองผลพฤติกรรมการหล่อลื�นของอากาศ

แบบ อิลาสโตไฮโดรไดนามิกที�มีการสัมผสัแบบเส้น

ของวสัดุอ่อนดว้ยอากาศเมื�อพิจารณาผลของการเลื�อน

ไถลของโมเลกุลของชั�นอากาศ พบว่าความดนัของฟิล์ม

อากาศในช่วงการสัมผสัมีลกัษณะคลา้ยระฆงัคว ํ�า โดยที�

ความดนัสูงสุดเกิดขึ�นที�บริเวณใกล้กบัจุดกึ�งกลางของ

การสัมผัส ความหนาฟิล์มอากาศน้อยสุดเกิดขึ� นที�

บริเวณทางออกของการสัมผสั เมื�อภาระที�ทรงกระบอก

ไดรั้บเพิ�มขึ� นความดนัของฟิล์มอากาศมีค่าเพิ�มขึ�น แต่

ความหนาของฟิล์มอากาศน้อยสุด และความหนาของ

ฟิลม์อากาศที�ตาํแหน่งกึ�งกลางของการสัมผสัมีค่าลดลง 

และเมื�อความเร็วผิวของทรงกระบอกมีค่าเพิ�มขึ�น ความ

หนาของฟิล์มอากาศน้อยสุดและความหนาของฟิล์ม

อากาศที�ตาํแหน่งกึ�งกลางของการสัมผสัมีค่าเพิ�มขึ�น  

6. สัญลกัษณ์ 

b = Semi-width of Hertzian contact, m 

 
1/2

8 /X zb R w   

E  = Equivalent modulus of elasticity, Pa

2 2

2 2

(1 ) / (1 ) /A A B B

E
E E 

  
 

 

AE = Elastic Modulus of Plate, Pa 

BE = Elastic Modulus of Roller, Pa 

h  = Air film thickness, m 

0h  = Central air film thickness, m 

H  = Dimensionless air film thickness  

 2
X

h
H

b R
  

0H  = Dimensionless central air film thickness 

 

0

0 2
X

h
H

b R
  

p  = Air film pressure, Pa 

ap  = Ambient pressure, Pa 

P  = Dimensionless air film pressure 

a

p
P

p
  

Ar = Radius of plate, m 

Br = Radius of roller, m 

XR  = Curvature sum, m  
1 1 1

X A BR r r
   

Au = Surface velocity of plate, m/s 

Bu = Surface velocity of roller, m/s 

u = Average surface velocity, m/s 

2
A Bu u

u


  

zw = Applied load, N/m 

x  = Coordinate x axis, m 
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X = Dimensionless coordinate  
x

X
b

  

A = Poison’s ratio of plate 

B = Poison’s ratio of roller 

 = Equivalent air viscosity, Pa 

0 = Inlet air viscosity, P 
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