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บทคัดย่อ

ในการประยุกต์ใช�เคร่�องม่อทางสถิติกับข�อม้ลเชิงนับ บางครั้งค่าสังเกตศ้นย์มีความถี�มากกว่าที�ควรจะเป็นส�าหรับการ 

แจกแจงที�ใช�ในการศกึษา การแจกแจงเรขาคณติค่าศ้นย์เฟ้อ (ZIG) เป็นอกีหนึ�งการแจกแจงที�นยิมที�ใช�อธบิายข�อม้ลที�มค่ีาศ้นย์ 

มากกว่าปกต ิในงานวจิยันี ้ได�เสนอช่วงความเช่�อมั�นแบบภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ส�าหรบัพารามเิตอร์ของการแจกแจงเรขาคณติ 

ในการแจกแจงเรขาคณิตค่าศ้นย์เฟ้อ โดยศึกษาในเชิงทฤษฎีและเชิงจ�าลอง เง่�อนไขส�าหรับการหาขอบเขตล่างและบนของ 

ช่วงความเช่�อมั�นได�ถก้น�าเสนอรวมถงึอสมการที�ใช�หาช่วงความเช่�อมั�น ผู้ลจากการจ�าลองพบว่า ช่วงแบบโพรไฟล์ที�น�าเสนอนี้ 

ให�ความน่าจะเป็นคุ�มรวม (CP) ใกล�เคียงกับสัมประสิทธิ์ความเช่�อมั�นที�ก�าหนดในหลายกรณีที�ศึกษา และความยาวของช่วง 

โดยเฉลี�ยลดลงเม่�อขนาดตัวอย่างเพิ�มข้ึน ในบางกรณีที�มีตัวอย่างขนาดเล็ก ค่าความน่าจะเป็นคุ�มรวมยังคงใกล�เคียงกับ 

สัมประสิทธิ์ความเช่�อมั�นที�ต�องการ 

ค�าส�าคัญ:	การประมาณแบบช่วง ภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ การจ�าลองมอนติคาร์โล ความน่าจะเป็นคุ�มรวม การแจกแจง 

เรขาคณิต
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ของการแจกแจงเรขาคณิตในการแจกแจงเรขาคณิตค่าศ้นย์เฟ้อ,” วารสารวิชาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนือ, ปีที� 31, ฉบับที� 3,  

หน�า 527–538, ก.ค.–ก.ย. 2564.
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Abstract

For applying statistical tools to discrete data, the frequency of zero values is sometimes greater  

than that of the distribution used for studies. Zero-inflated Geometric distribution (ZIG) is one of the most  

commonly used distributions to explain such excessive zero situations. In this study, the profile-likelihood - 

based confidence interval for the geometric parameter is proposed. Both theoretical and simulation  

studies are conducted. The conditions to obtain the lower and upper bounds of the interval are  

given as well as the inequality producing the interval. From the simulation study, the results suggest  

that profile confidence intervals yield the Coverage Probability (CP) near the given confidence coefficient  

in many cases of our study. The average length of the intervals decreases as the sample size increases.  

For some cases with small sample sizes, the CP is still close to the desirable confidence coefficient.
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1. บทน�ำ 

 การแจกแจงเรขาคณิต (Geometric Distribution)  

เป็นการแจกแจงของตัวแปรสุ ่มแบบไม่ต่อเน่�องซึ�งแทน  

จ�านวนครัง้ของการทดลองที�ล�มเหลวก่อนที�จะส�าเรจ็ครัง้แรก  

อย่างไรก็ตาม การแจกแจงนี้ถ้กน�าไปประยุกต์ใช�ในหลาย 

สถานการณ์ของข�อม้ลที�เป็นจ�านวนเต็มที�มีค่าไม่เป็นลบ เช่น  

น�าไปอธิบายจ�านวนคนพิการแต่ก�าเนิดของทารกแรกเกิด  

จ�านวนครั้งที�ส�ารวจบ่อน�้ามันในพ่้นที�ก่อนที�จะพบแหล่งที�มี 

ศักยภาพเป็นบ่อผู้ลิตน�้ามันได�ครั้งแรก จ�านวนครั้งที�วิศวกร 

ความปลอดภัยต�องตรวจสอบจนกว่าจะพบรายงานแสดง 

อุบัติเหตุที�เกิดจากการที�พนักงานไม่ปฏิบัติตามค�าแนะน�า  

ส�าหรับฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น (Probability Mass  

Function; PMF) หร่อพีเอ็มเอฟ เป็นดังสมการที� (1)

  (1)

โดยมีค่าคาดหมายและความแปรปรวนเท่ากับ (1 – p) / p และ  

(1 – p) / p2 ตามล�าดับ และการแจกแจงเรขาคณิตเป็นการแจก 

แจงที�ทราบกันดีว่ามีคุณสมบัติ “Memory-less Property”  

ซึ�งถ่อว่าเป็น “Markovian Property”  กล่าวค่อ คุณสมบัติ 

ของตัวแปรสุ่มในอนาคตไม่ได�ข้ึนอย้่กับตัวแปรสุ่มในอดีต 

แต่ข้ึนกับในปัจจุบันเท่าน้ัน กล่าวโดยเจาะจง ค่อ P(X > s+t ǀ 

x > t) = P(X > s) [1]

 ในบางสถานการณ์ ข�อม้ลที�ศกึษามค่ีาศ้นย์มากกว่าปกต ิ

ที�จะเป็นการแจกแจงเรขาคณติแบบธรรมดา จะเรยีกปัญหาที�มี 

ลกัษณะดงักล่าวนีว่้า ปัญหาภาวะววิธิพนัธุ ์(Heterogeneity)  

ซึ�งโดยนัยทั�วไปจะหมายถึง สภาพที�หน่วยประชากรไม่ได� 

เป็นไปภายใต�ตัวแบบเดยีวกัน ซึ�งอาจเป็นความต่างในร้ปแบบ 

ของการแจกแจง ความแปรปรวน หร่อพารามิเตอร์ต่างๆ  

ดังนั้น เม่�อข�อม้ลมีค่าศ้นย์จ�านวนมากจึงมีนักสถิติเสนอการ 

แจกแจงที�เหมาะกว่าการแจกแจงเรขาคณิต ซึ�งเรียกว่า การ 

แจกแจงเรขาคณิตค่าศ้นย์เฟ้อ (Zero-Inflated Geometric  

Distribution; ZIG) [2] 

 การแจกแจงเรขาคณิตค่าศ้นย์เฟ้อน้ีเป็นการแจกแจง 

ประกอบไปด�วยพารามิเตอร์ 2 ตัว ได�แก่ พารามิเตอร์ p

ค่อ ความน่าจะเป็นที�การทดลองแต่ละคร้ังจะส�าเร็จเป็น

พารามิเตอร์ของการแจกแจงเรขาคณิต และพารามิเตอร์ π  
คอ่ ความน่าจะเป็นที�จะเกดิค่าศ้นย์จากการแจกแจงแบร์น้ลลี  

โดยมีพีเอ็มเอฟดังสมการที� (2)

 (2)

โดยที� 0 < p < 1, –p / (1– p) < π < 1 และ I(0) (x) = 1  เม่�อ    

x = 0  และ I(0) (x) = 0  เม่�อ x ≠ 0 สามารถเขียนแทนด�วย 

สัญลักษณ์ X ~ ZIG (p, π) ซึ�งมีค่าคาดหมายและค่าความ 

แปรปรวนเท่ากับ (1 – π) (1 –  p)/p และ 2(1 )[1 (1 )](1 )/p p p − + − −  
2(1 )[1 (1 )](1 )/p p p − + − −            ตามล�าดับ [3]

 การแจกแจง ZIG น้ัน ถ้กน�าเสนอครัง้แรกใน ค.ศ.1985  

โดย Sharma [4] ซึ�งเพิ�มพารามิเตอร์ π  หร่อพารามิเตอร ์

การเฟ้อ (Inflation Parameter) โดยน�า ZIG นีไ้ปประยกุต์ใช�กบั 

ข�อม้ลการอพยพย�ายถิ�นฐานเพ่�อสร�างอธิบายแนวโน�มการ 

ย�ายถิ�นออกจากชนบทส�าหรบัข�อม้ลหม่้บ�านในประเทศอนิเดยี 

และใช�วิธีการประมาณค่าแบบจุดด�วยวิธีโมเมนต์ (Method  

of Moment; MM) Iwunor [5] ได�ประมาณพารามิเตอร์ 

โดยใช�วิธีภาวะน่าจะเป็นส้งสุด (Method of Maximum  

Likelihood; ML) โดยใช�ข�อม้ลเดียวกันกับ Sharma [4] แต่ 

พบว่า วิธี ML นี้ไม่มีร้ปปิด (Closed Form) Aryal [6] ยังใช� 

การแจกแจง ZIG ส�าหรับข�อม้ลด�านการอพยพแต่น�าไปใช� 

กบัข�อม้ลของประเทศเนปาลเพ่�อวางแผู้นนโยบายการอพยพ 

ต่างๆ อีกทั้งยังใช�ตัวประมาณแบบภาวะน่าจะเป็นส้งสุด  

เช่นกัน Edwin [7] ได�เสนอวิธีการประมาณค่าพารามิเตอร ์

แบบวธิคีวามถี�ของศน้ย์โดยเฉลี�ย (Mean-Zero Frequency;  

MZF) แล�วเปรียบเทียบประสิทธิภาพกับตัวประมาณแบบ  

MM และ ML ผู้ลการศึกษาพบว่า วิธี ML มีประสิทธิภาพ 

ไม่แตกต่างจากวธิ ีMZF โดยใช�เกณฑ์สาร้ปสนทิด ี(Goodness  

of Fit Test) ในการเปรียบเทียบ 

 Joshi [3] ได�เสนอการแจกแจงเรขาคณิตที�มีการ 

เฟ้อนัยทั�วไป (Generalized Inflated Geometric  

Distribution; GIG) ซึ�งมีกรณีพิเศษ ได�แก่ การแจกแจง 

เรขาคณติค่าศน้ย์เฟ้อ (ZIG) การแจกแจงเรขาคณติค่าศน้ย์และ 
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หนึ�งเฟ้อ (Zero-One Inflated Geometric Distribution;  

ZOIG) และการแจกแจงเรขาคณติค่าศน้ย์ หนึ�ง และสองเฟ้อ 

(Zero-One-Two Inflated Geometric Distribution; ZOTIG)  

และพิจารณาหาตวัประมาณพารามเิตอร์แบบจุด 2 วธีิ คอ่ วธิี  

MM และ ML แล�วศกึษาโดยการจ�าลองเพ่�อเปรยีบเทยีบวธิกีาร 

ประมาณค่าพารามเิตอร์ ผู้ลการศกึษาพบว่า วิธี ML จะให�ผู้ล 

ดีกว่าวิธี MM ในทุกการแจกแจงที�ศึกษา (ZIG, ZOIG และ  

ZOTIG) Mallick และ Joshi  [8] ได�ประมาณพารามิเตอร ์

แบบจุด 3 วิธี แล�วเปรียบเทียบกับ 2 วิธี ของ Joshi [3] ซึ�งใช� 

วิธีฟังก์ชันก่อก�าเนิดความน่าจะเป็น (Method Based on  

Probability Generating Function; PGF) นอกจากนี้  

Kemp และ Kemp [9] พบว่า วิธี ML กับ PGF ให�ผู้ลลัพธ์ที� 

ใกล�เคยีงกนัส�าหรบัการแจกแจง ZIG  แต่ส�าหรบั ZOIG พบว่า 

วิธี ML มีประสิทธิภาพดีที�สุดในทุกกรณีที�ศึกษา และส�าหรับ 

การแจกแจง ZOTIG วิธี ML และ PGF มีประสิทธิภาพดีกว่า  

MM เม่�อขนาดตัวอย่างเพิ�มขึ้นเป็น 100 โดยผู้ลการจ�าลอง 

พบว่า วธิ ีML มปีระสทิธภิาพโดยรวมดกีว่าวธีิ PGF และ MM 

 ทางด�านการวิเคราะห์การถดถอยที�เหมาะสมส�าหรับ 

ข�อม้ลเชิงนับ Hussein และ Hamodi [10] ศึกษาการ 

เปรยีบเทยีบตวัแบบการถดถอย 3 ตวัแบบ ค่อ การถดถอยแบบ 

เรขาคณิต การถดถอยแบบ Hurdle-Geometric และการ 

ถดถอยแบบ ZIG เพ่�อศึกษาปัจจัยที�มีอิทธิพลต่อจ�านวน 

ผู้้�ติดเช่้อปอดบวมของเด็กที�มีอายุต��ากว่า 5 ปี ในประเทศ 

อิรัก โดยพิจารณาจากเกณฑ์ล็อกภาวะน่าจะเป็น (Log- 

likelihood) และเกณฑ์สารสนเทศของอะกะอิเกะ (AIC)  

พบว่า ตวัแบบที�เหมาะสมส�าหรบัข�อมล้ชดุนี ้ค่อ ตวัแบบการ 

ถดถอยของการแจกแจง ZIG Adarabioyo และ Ipinyomi [11]  

ได�เปรียบเทียบตัวแบบการถดถอย 3 แบบ ค่อ การถดถอย 

จากการแจกแจงปัวซงค่าศน้ย์เฟ้อ (Zero-Inflated Poisson  

Distribution; ZIP) การแจกแจงทวนิามลบค่าศน้ย์เฟ้อ (Zero- 

Inflated Negative Binomial Distribution; ZINB) และการ 

แจกแจง ZIG โดยจ�าลองมอนติคาร์โล 1,000 รอบ ก�าหนด 

ขนาดตัวอย่างที�แตกต่างกัน ค่อ 15, 25, 50, 100, 150, 300 

และ 1000 ใช�เกณฑ์การพิจารณาจากเกณฑ์สารสนเทศของ 

อะกะอิเกะ (AIC) และค่าคลาดเคล่�อนมาตรฐาน (Standard  

Error) พบว่า การแจกแจง ZIP ให�ผู้ลดีกว่า ZINB และ ZIG  

โดยม ีYee [12] พฒันาไลบรารใีนโปรแกรม R ที�มชี่�อว่า VGAM  

(Generalized Linear and Additive Models) ที�มีฟังก์ชัน 

ที�สามารถวิเคราะห์การถดถอยแบบ ZIG ได� 

 Patil และ Shirke [13] ศกึษาการแจกแจงอนกุรมก�าลงั 

ค่าศ้นย์เฟ้อ (Zero-Inflated Power Series Distribution;  

ZIPS) ซึ�งเป็นกรณทีั�วไปของการแจกแจง ZIG Alshkaki [14]  

เสนอการประมาณค่าด�วยวิธี MM และวิธี ML ส�าหรับการ 

แจกแจง ZIG และ ZOIG และน�าไปประยุกต์ใช�กับข�อม้ลของ  

Sharma [4] ต่อมา Zavaleta และคณะ  [15] ได�เสนอการ 

การทดสอบที�ขึน้อย้ก่บัภาวะน่าจะเป็น (Likelihood-based  

Test) มา 4 วธิ ีได�แก่ วธิอีตัราส่วนภาวะน่าเป็น (Likelihood  

Ratio) วิธีวัลด์ (Wald) วิธีราว-สกอร์ (Rao Score) และวิธ ี

เกรเดยีน (Gradient) เพ่�อทดสอบสมมตฐิานส�าหรบั ZIPS โดยมี 

สมมติฐานเป็น H0 : π = 0 และ H1 : π ≠ 0 หากสามารถ 

ปฏิเสธ สมมติฐานว่างได�แสดงว่า ข�อม้ลมีการแจกแจง ZIPS  

มีการจ�าลองข�อม้ลโดยใช�มอนติคาร์โล จ�านวน 5,000 รอบ 

 ทฤษฎีอนุมานเชิงสถิติแบ่งได�เป็น  2  ส่วน  ค่อ  การประมาณ 

ค่าพารามิเตอร์ (Parameter Estimation) และการทดสอบ 

สมมตฐิาน (Hypothesis Testing) ซึ�งการประมาณค่าพารามเิตอร์ 

จะแบ่งออกเป็น 2 วิธี ค่อ การประมาณค่าแบบจุด (Point  

Estimation) และการประมาณค่าแบบช่วง (Interval  

Estimation) ในงานวิจัยนี้ สนใจการประมาณแบบช่วงของ 

พารามิเตอร์ p ในสมการที� (2) โดยจะก�าหนดสัมประสิทธิ์ 

ความเช่�อมั�น (Confidence Coefficient) ได� กล่าวค่อ สามารถ 

ระบุระดับความคลาดเคล่�อนที�ยอบรับได�ที�เกิดจากความ 

ไม่แน่นอน (Uncertainty) ที�พารามเิตอร์ที�แท�จรงิจะตกอย่้ใน 

ช่วงสุม่ โดยแนวคดิแบบดัง้เดมิของการประมาณค่าจะขึน้อย้่ 

กับการแจกแจงตัวอย่าง (Sampling Distribution) ของตวัสถิติ  
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ซึ�งมีข�อตกลงเบ้่องต�นว่า สามารถท�าการทดลองซ�้าๆ ภายใต� 

สถานการณ์เดยีวกนัได�หร่อที�เรยีกว่า Repeated Sampling  

Principle [16] ในขณะที�แนวคดิแบบเบส์ (Bayesian) จะถอ่ว่า 

พารามิ เตอร ์ที� สนใจเป ็นตัวแปรสุ ่มที� มีการแจกแจง 

ความน่าจะเป็นก่อน (Prior Distribution) หลังจากที�ได� 

ค่าสงัเกตจะหาการแจกแจงภายหลงั (Posterior Distribution)  

นอกจากนี ้อกีแนวทางหนึ�งที�แนะน�าโดย Fisher (1890–1962) ค่อ  

การอนมุานทางสถิตทิี�ท�าโดยตรงจากฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็น  

สามารถแก�จุดด�อยในการทดลองที�ไม่สามารถท�าซ�้าได� [16]

 ในงานวจิยันีจ้ะองิจากแนวทางหลงัสดุซึ�งการประมาณ 

ค่าแบบช่วงจะกระท�าโดยตรงจากฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็น 

ซึ�งมีนิยามเป็นดังสมการที� (3)

  (3)

เม่�อ Θ แทน ปริภ้มิพารามิเตอร์ (Parameter Space) และ   

x1:n แทน เวกเตอร์ของข�อม้ล ฟังก์ชัน L(θ;x1:n) ถ้กพิจารณา 

ว่าเป็นฟังก์ชันของพารามิเตอร์ θ จะแตกต่างจาก f(x1:n;θ)  

ซึ�งถ่อว่าเป็นฟังก์ชันของ x1:n  และตัวประมาณของ θ ที� 

ท�าให�สมการที� (3) มีค่าส้งสุดถ้กเรียกว่า ตัวประมาณ 

แบบภาวะน่าจะเป็นส้งสุด (Maximum Likelihood  

Estimator; MLE) ซึ�งมีนิยามเป็น   

ในการอนุมานเชิงสถิตินิยมใช�ภาวะน่าจะเป็นสัมพัทธ์  

(Relative Likelihood) [17] ซึ�งมีนิยามดังสมการที� (4)

  (4)

และช่วงแบบภาวะน่าจะเป็นส�าหรับพารามิเตอร์ θ เป็น  

ดังสมการที� (5)

  (5)

โดยที� max L(θ;x1:n) มีค่าส้งสุดก็ต่อเม่�อ θ มีค่าเท่ากับ MLE  

ส�าหรับค่า c เป็นค่าที�นกัสถติสิามารถเลอ่กได� แต่โดยปกตแิล�ว 

การก�าหนดค่า c นยิมใช�ทฤษฎขีองวลิก์ส (Wilk’s Theorem)  

ซึ�งระบุว่า ตัวสถิติอัตราส่วนภาวะน่าจะเป็น หร่อ 

  (6)

มีการแจกแจงเชิงเส�นก�ากับ (Asymptotic Distribution) เป็น 

การแจกแจงไคก�าลังสองที�มีองศาเสรีเท่ากับ 1 แต่หาก x1:n  

มีการแจกแจงปรกติแล�ว ตัวแปรสุ่ม W ในสมการที� (6) จะ 

มีการแจกแจงที�แท�จริง (Exact Distribution) เป็นไคก�าลงัสอง  

ดังน้ัน หาก             แล�วช่วง (5) จะเป็นช่วง 

ความเช่�อมั�นแบบภาวะน่าจะเป็นซึ�งเขียนได�ดังสมการที� (7)

  (7)

โดยที�  แทน ควอนไทล์ที� (1–α) ของการแจกแจง 

ไคก�าลังสองที�มีองศาเสรีเท่ากับ 1 

 จากการทบทวนวรรณกรรมที�เกี�ยวข�อง การประมาณค่า 

แบบช่วงของพารามเิตอร์ p ในสมการที� (2) ยงัไม่มกีารศกึษา 

ในเชงิทฤษฎโีดยใช�ภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ ในงานวจิยันีจ้งึมี 

เป้าหมายที�จะหาช่วงความเช่�อมั�นของพารามิเตอร์ของการ 

แจกแจงเรขาคณติในการแจกแจง ZIG โดยใช�ภาวะน่าจะเป็น 

โพรไฟล์ก�าจัดพารามิเตอร์ที�ไม่สนใจหร่อ π พร�อมทั้งศึกษา 

หาเง่�อนไขทางคณติศาสตร์ส�าหรับการสร�างช่วงความเช่�อมั�น 

ดังกล่าว นอกจากนี้ จะศึกษาประสิทธิภาพ (Performance)  

ของช่วงที�น�าเสนอโดยการจ�าลองมอนติคาร์โล (Monte- 

Carlo Simulations) เพ่�อประมาณค่าความน่าจะเป็นคุ�มรวม  

(Coverage Probability; CP) และความยาวของช่วงโดยเฉลี�ย  

(Average Length; AL)

 

2. วััสดุุ อุุปกรณ์์และวิัธีีกำรวิัจััย 

 ในขั้นตอนการศึกษา จะแบ่งออกเป็น 2 ส่วนหลัก ค่อ   

วิธีด�าเนินการวิจัยในการพิส้จน์ทางคณิตศาสตร์และในการ 

ศึกษาเชิงจ�าลอง

 ขั้นตอนการพิส้จน์ทางคณิตศาสตร์ สามารถอธิบายได� 

ดังนี้

 1) หาฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นแบบโพรไฟล์ของ p ให� 
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แทนด�วย          โดยที�  ค่อ ค่าประมาณที�ท�าให�ฟังก์ชัน 

ภาวะน่าจะเป็นร่วม            มค่ีาส้งสุดเม่�อก�าหนด p เป็นค่า 

คงที� โดยที�    ไม่ใช่ MLE แบบปกติเพราะติดในเทอมของอีก 

พารามิเตอร์ (π) หนึ�ง 

 2) หาตัวประมาณของ p ที�ท�าให�      มีค่าส้งสุด  

หร่อ ˆ arg max ( , )P
MLp L p





=     

 3)  จัดร้ปหาส้ตรของช่วงความเช่�อมั�น (1–α)% ซึ�งมี 

ต�นแบบดังสมการที� (8)

  (8)

โดยที�  เรียกว่า ฟังก์ชันภาวะ 

น่าจะเป็นโพรไฟล์สัมพัทธ์

 4) เน่�องจากจะต�องมีค่า p ที�ท�าให�  น�อยกว่า  

 จึงตรวจสอบว่า  และ   

เท่ากับศ้นย์หร่อไม่และหาเง่�อนไข (หากมี) ที�ท�าให�ลิมิตเข�าส้ ่

ศ้นย์

 ส�าหรับวิธีศึกษาประสิทธิภาพของช่วงความเช่�อมั�น 

โดยการจ�าลองมีขั้นตอน ดังนี้

 1) จ�าลองประชากรขนาด 1 ล�าน (ถ่อว่าขนาดอนันต์)  

ที�มีพารามิเตอร์ (p, π) แตกต่างกัน โดยที� π = –4, –2, –1, 0,  

0.2, 0.4, 0.6, 0.8 และ p = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 โดยค่า p  

และ π ต�องสอดคล�องกับ –p/(1–p) < π < 1 หากค่าของ 

ทัง้สองพารามเิตอร์เข�าใกล� 1 ข�อมล้จะเป็นศน้ย์ทัง้หมด ท�าให� 

ไม่สามารถวิเคราะห์ได� จะเห็นได�จากงานหลายชิ้น [3], [8]  

ในแต่ละสถานการณ์จะหาสัดส่วนของค่าสังเกตศ้นย์จาก  

E(N0)/n = π+(1–π)p ดังสรุปในตารางที� 1 จะสังเกตว่า  

ทุกกรณีที� π < 0 ประชากรจะมีศ้นย์น�อยกว่าปกติหร่อที� 

เรียกว่า Zero-deflated 

 2) สุ่มตัวอย่างขนาด n จากประชากรที�จ�าลองขึ้น โดย 

ก�าหนด n = 10, 30, 50, 100 และ 500 ซึ�งแทนตัวอย่าง 

ขนาดเล็กไปใหญ่ตามล�าดับ และมีสัมประสิทธ์ิความเช่�อมั�น 

เท่ากับ 0.95 

 3) หาขอบเขตล่าง (L) และบน (U) ของช่วงความเช่�อมั�น 

(1–α)100% ส�าหรับพารามิเตอร์ p จาก 

ตำรำงที� 1 ค่าคาดหวังของสัดส่วนของค่าสังเกตศ้นย์ใน 

 ZIG (p, π) 

π
p

0.2 0.4 0.6 0.8
–4.0 0.00
–3.0 0.20
–2.0 0.40
–1.0 0.20 0.60
0.0 0.20 0.40 0.60 0.80
0.2 0.36 0.52 0.68 0.84
0.4 0.52 0.64 0.76 0.88
0.6 0.68 0.76 0.84 0.92
0.8 0.84 0.88 0.92 0.96

หมำยเหต ุช่องที�เว�นไว� (p, π) ไม่อย้่ในปริภ้มิพารามิเตอร์

รูปที� 1 ฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์สัมพัทธ์ของตัวอย่าง 

 ขนาด 100 ที�มี  จากประชากร ZIG 
 (p = 0.9, π = 0.8)

รูปที� 2 ฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์สัมพัทธ์ของตัวอย่าง 

 ขนาด 50 ที�มี  จากประชากรจาก ZIG 
 (p = 0.4, π = 0.6)  

__20-0561(527-538).indd   532__20-0561(527-538).indd   532 2/7/2564 BE   13:022/7/2564 BE   13:02



พัทธ์ชนก ศรีสุรเดชชัย และ กิตติมา แดงสุภา, “ช่วงความเช่ือมั่นแบบภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ส�าหรับพารามิเตอร์ของการแจกแจงเรขาคณิต 

ในการแจกแจงเรขาคณิตค่าศูนย์เฟ้อ.”

The Journal of KMUTNB., Vol. 31, No. 3, Jul.–Sep. 2021

วารสารวิชาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนือ ปีีท่ี่� 31, ฉบัับัท่ี่� 3 ก.ค.–ก.ย. 2564 533

 และ  โดยที�ค่าคงที� c เท่ากับ   

 ดังแสดงในร้ปที� 1 และ 2

 4) ในแต่ละกรณีของข�อ 1) จะท�าซ�า้ข�อ 2) และ 3) จ�านวน  

10,000 รอบ แล�วค�านวณค่า CP จากสมการที� (9)

  (9)

โดยที�  เม่�อ  และหาก 

แล�ว  ส�าหรับ AL จะ 

ค�านวณจาก

  (10)

3. ผลกำรทดุลอุง

 ผู้ลการวิจัยจะแบ่งออกเป็น 2 ส่วน ค่อ เชิงทฤษฎีสถิต ิ

และเชิงการจ�าลอง

3.1 ผลกำรทดุลอุงเชิงทฤษฎี

 จะหาส้ตรของ  หร่อตัวประมาณที�ท�าให�ฟังก์ชัน 

ภาวะน่าจะโพรไฟล์  มีค ่าส้งสุด และค่าของ 

 และ  ซึ�งเป็นการตรวจสอบว่า  

ขอบเขตล่างและบนของช่วงสามารถหาได�หร่อไม่

บทตั�ง ก�าหนดให� X1, X2, ...,  Xn เป็นตัวอย่างสุ่มขนาด n  
ที�สุ่มมาจากประชากรที�มีการแจกแจงเรขาคณิตค่าศ้นย์เฟ้อ  

ที�ไม่ทราบค่าพารามิเตอร์ p และ π แล�วฟังก์ชันภาวะน่าจะ 

เป็นโพรไฟล์         จะมีค่าส้งสุดที�                  โดยที� 

โดยที� n0 และ n1 แทน จ�านวนค่าสังเกตในตัวอย่างที�มีค่าเป็น 

ศ้นย์และจ�านวนเต็มบวก ตามล�าดับ

พิสูจัน์ ก�าหนดให� p เป็นค่าคงที�แล�วหาตัวประมาณของ π ที� 

ท�าให� L(p, π) มีค่าส้งสุดโดยการหาอนุพันธ์ของ log L(p, π)  

เทียบกับ π พิจารณา ดังนี้

  

เม่�อหาอนุพันธ์จะได�

 
 

ก�าหนด  แล�วจัดร้ป π ในเทอมของ p จะได� 

เป็นดังสมการที� (11)

  (11)

ดังนั้น ล็อกของฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์เป็น

 (12)

แล�วหา p ที�ท�าให�สมการที� (12) มีค่าส้งสุดโดยการหา 

อนุพันธ์ของ log  เทียบกับ p จะได�

  (13)

และเม่�อก�าหนดสมการที� (13) ให�เท่ากับศ้นย์ จะได�  

ทฤษฎีบท 1 ก�าหนดให� X1, X2,... Xn เป็นตัวอย่างสุ่มขนาด n  
ที�สุ่มมาจากประชากรที�มีการแจกแจงเรขาคณิตค่าศ้นย์เฟ้อ 

ที�ไม่ทราบค่าพารามิเตอร์ π และ p แล�ว กรณีที� 

   และ   
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และกรณีที�  จะได�

   และ   

โดยที� n0 และ n1 แทน จ�านวนค่าสงัเกตในตวัอย่างที�มค่ีาเป็น 

ศ้นย์และจ�านวนเต็มบวก ตามล�าดับ

พิสูจัน ์ พิจารณา

 (14)

กรณีที�  จะได�ว่า

และ  

 

และกรณีที�  จะได�ว่า

  

 

ซึ� งในกรณีที�   จะได �ว ่า  และท�าให � 

 สังเกตว่าค ่าของ  และ 

   เป็นค่าที�ทราบและเป็นจ�านวนเตม็ศ้นย์ (Positive 

Integer) เพราะค�านวณจากตัวอย่าง มิใช่ฟังก์ชันเพ่�อหา 

ลิมิติ (ที�ระบุว่าหากลิมิตเป็น 00 จะเป็นค่าที�มิได�ก�าหนดหร่อ 

Indeterminate Forms) ในทางทฤษฎีของพหุนามนี้ หาก    

a เป็นจ�านวนเต็มศ้นย์ ค่าของ aa จะเท่ากับ 1 [18] และ 

ในท�านองเดียวกัน

จากทฤษฎีข�างต�น หาก        จะสามารถหาขอบล่าง 

และบนของช่วงความเช่�อมั�นได�เสมอดังร้ปที� 2 แต่หาก  

           จะหาได�เฉพาะขอบล่างดังร้ปที� 1

ทฤษฎบีท 2 ก�าหนดให� X1, X2,... Xn เป็นตวัอย่างสุ่มขนาด  n

ที�สุ่มมาจากประชากรที�มีการแจกแจงเรขาคณิตค่าศ้นย์เฟ้อ 
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ที�ไม่ทราบค่าพารามิเตอร์ p และ π แล�ว ขอบล่าง (L) และ 

ขอบบน (U) ของช่วงความเช่�อมั�นเป็นรากของอสมการ

 

โดยที�  

และ  เม่�อก�าหนดให�ตัวอย่างมี   

พิสูจัน์  จากสมการที� (14) 

แล�วแทนลงในสมการที� (8) และใส่ลอการิทึมทั้งสองข�างของ 

อสมการแล�วจัดร้ปจะได�

ซึ�งก็ค่อ อสมการที�กล่าวไว�

3.2 ผลกำรทดุลอุงเชิงจั�ำลอุง

 ค่าประมาณความน่าจะเป็นคุ�มรวม (CP) และความยาว 

เฉลี�ย (AL) ของช่วงความเช่�อมั�น 95% สรุปดังในตารางที� 2  

จะเห็นว่า โดยภาพรวมค่า CP มีค่าใกล�เคียงกับ 0.95 ยกเว�น 

ในกรณทีี� p = 0.2, π = 0.8 และ n = 10 พบว่า มค่ีา CP โดย  

ประมาณ 0.8723 ซึ�งต��ากว่า 0.95 มาก กรณีนี้เป็นกรณีที� p  

มีค่าน�อยแต่ π มีค่ามากและขนาดตัวอย่างเล็กซึ�งเป็นข�อม้ล 

ที�มีศ้นย์ส่วนมากแต่หากมีค่าสังเกตที�เป็นค่าบวกจะเป็นค่า 

ที�ส้ง จากการสังเกตในการจ�าลอง การประมาณแบบช่วงมี  

CP ต��าเน่�องจากช่วงที�ได�ไม่ได�กว�างมาก ส�าหรับในกรณีอ่�นๆ  

ค่า CP มีแนวโน�มอย้่รอบๆ ค่า 0.95 กล่าวค่อ 0.94–0.96 ใน 

บางกรณีค่า CP มีค่าส้งกว่า 0.95 ค่อนข�างมาก เช่น กรณี p เท่ากับ  

ตำรำงที� 2 ค่า CP และ AL ของช่วงความเช่�อมั�น
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0.6 และ 0.8, n = 10 กรณีีนีี้� ท้ั้�ง p และ π มีีค่่าค่่อนี้ข้้างสููง ต้ัวอย่่าง 

ข้นี้าดเล็กมีาก ข้้อมูีลสู่วนี้ใหญ่เป็นี้ศูนี้ย่์หากมีีค่่าบวกจะค่่า 

น้ี้อย่มีากๆ เมีือ่สูง้เกตัผลในี้การจ�าลองพบว่า ช่วงทั้ีไ่ด้จะกว้างมีาก  

ด้งนี้้�นี้ หากค่�านี้วณีได้ ช่วงท่ีั้ได้จะค่ลุมีค่่าพารามิีเตัอร์  

อย่่างไรกต็ัามี ในี้ทัุ้กกรณีีท่ีั้ศึกษา เม่ืีอข้นี้าดตั้วอย่่างมีีค่่าเพิ่มี 

มีากข้ึ�นี้ ค่่า CP มีีแนี้วโน้ี้มีลดลงเข้้าสูู่รอบๆ 0.95 เช่นี้ กรณีี  

p = 0.8 และ π = –1 ค่่า CP มีีค่่าเทั้่าก้บ 0.9774, 0.9789,  

0.9600, 0.9453 และ 0.9504 เมีื่อ n เทั้่าก้บ 10, 30, 50,  

100 และ 500 ตัามีล�าด้บ ข้้อสูง้เกตัอย่่างหนี้ึ่ง ค่ือ กรณีีทั้ี่  

p = 0.8 และ π = 0.8 เป็นี้กรณีีทั้ี่เปอร์เซ็นี้ตั์ข้องศูนี้ย่์มีากถึง  

96% จะเห็นี้ว่า ข้นี้าดตั้วอย่่างอาจจะตั้องใหญ่มีากจึงให้ค่่า  

CP ใกล้เค่ีย่งก้บ 0.95

 หากพิจารณีาค่วามีย่าวข้องช่วงค่วามีเชื่อมี้่นี้แบบ 

โพรไฟล์เมีื่อเทั้ีย่บก้บข้นี้าดตั้วอย่่างพบว่า เมีื่อข้นี้าดตั้วอย่่าง 

เพิม่ีขึ้�นี้ ค่่า AL มีค่ี่าลดลงในี้ทุั้กกรณีท่ีีั้ศกึษา ค่่า AL ทั้ีม่ีากทั้ีสู่ดุ 

มีค่ี่าถงึ 0.8657 ซึง่เกดิในี้กรณีทีั้ี ่p = 0.8 และ π = 0.8 (กรณีนีี้ี� 

มีสีูด้สู่วนี้ข้องศนูี้ย์่สูงูมีาก) ซึง่สูอดค่ล้องกบ้ค่่า AL ทั้ีมี่ีแนี้วโน้ี้มี 

เพิ่มีขึ้�นี้ตัามีพารามิีเตัอร์ π (ข้องสู่วนี้ประกอบแบร์นูี้ลลีซึ่ง 

แสูดงถึงสู้ดสู่วนี้ข้องศูนี้ย่์) เมีื่อก�าหนี้ดให้ p มีีค่่าค่งท่ีั้

4. การประยุกต์กับข้อมูลจริง

 ข้้อมีูลผู้เสูีย่ชีวิตัจาก COVID-19 ในี้ประเทั้ศกรีซ จาก 

องค์่การอนี้ามีย้่โลก (The World Health Organization)  [19]  

ตั้�งแต่ัวน้ี้ทั้ี ่3 มีกราค่มี 2563 ถงึ 16 ตัลุาค่มี 2563 รวมี 288 วน้ี้  

ข้้อมีูลแสูดงด้งในี้รูปทั้ี่ 3 จะเหน็ี้ได้ว่า ค่่าสูง้เกตัศูนี้ย่์มีีจ�านี้วนี้ 

มีาก เมีื่อมีาประมีาณีด้วย่วิธี ML จะได้  และ    

  หากนี้�าค่่าประมีาณีพารามีิเตัอร์นีี้�ไปประมีาณี 

ค่่าค่วามีนี้่าจะเป็นี้ จะได้

โดย่  x  =  0, 1, 2... และเม่ืีอนี้�าค่่าประมีาณีตัามีทั้ฤษฎีีเทีั้ย่บก้บ 

สู้ดสู่วนี้จริงพบว่า ค่่าท้ั้�งสูองไม่ีต่ัางก้นี้มีากด้งแสูดงในี้รูปท่ีั้ 4  

กรณีีนีี้� ต้ัวอย่่างมีีข้นี้าดใหญ่และมีี                     จึง 

สูามีารถหาช่วงค่วามีเช่ือม่้ีนี้ได้ตัามีทั้ฤษฎีีบทั้ท่ีั้ 1 และ 2 ช่วง 

ค่วามีเช่ือม่้ีนี้ 95% แบบโพรไฟล์สู�าหร้บจะได้เป็นี้ (0.2749,  

รูปท่ี่� 3  จ�านี้วนี้ผู้เสีูย่ชีวิตัจาก COVID-19 ในี้ประเทั้ศกรีซ
 

รูปท่ี่� 4  ค่่าประมีาณีค่วามีน่ี้าจะเป็นี้และสู้ดสู่วนี้ผู้เสีูย่ชีวิตัจริง 

0.3577) ซ่ึงมีีค่วามีย่าวช่วงเทั้่าก้บ 0.0828 เม่ืีอเทีั้ย่บก้บ 
ตัารางท่ีั้ 2 กรณีีท่ีั้ใกล้เคี่ย่งมีากท่ีั้สุูด คื่อ p = 0.2 และ π = 0.2  
เม่ืีอ n = 100, 500 จะมีี AL เท่ั้าก้บ 0.0885 และ 0.0393  
ตัามีล�าด้บ และกรณีีท่ีั้ p = 0.4 และ π = 0.2 เม่ืีอ n = 100,  
500 จะมีี AL เท่ั้าก้บ 0.1751 และ 0.0784 ตัามีล�าด้บ ซ่ึงค่่า 
ค่วามีย่าวข้องช่วงท่ีั้สูร้างจากข้้อมีลู COVID นี้ี� มีีค่วามีเป็นี้ไปได้  
คื่อ ใกล้เคี่ย่งก้บ 0.0784 ตัามีผลการจ�าลอง

5. อภิปรายผลและสรุป
 ช่วงค่วามีเชื่อม่้ีนี้แบบโพรไฟล์สู�าหร้บพารามิีเตัอร์ข้อง 
การแจกแจงเรข้าค่ณิีตัในี้ ZIG ทั้ี่นี้�าเสูนี้อในี้งานี้วิจ้ย่นีี้� มีี 
ประสูทิั้ธภิาพดเีน่ืี้องจาก ในี้หลาย่ๆ กรณีีทั้ีศ่กึษา ค่่า CP เข้้าใกล้ 
0.95 เมีื่อข้นี้าดตั้วอย่่างเทั้่าก้บเพีย่ง 50 ในี้บางกรณีีทั้ี่ศึกษา  
ต้ัวอย่่างอาจจะต้ัองมีีข้นี้าดใหญ่จึงจะทั้�าให้ ค่่า  CP  ใกล้เคี่ย่ง  
0.95 เช่นี้ กรณีีท่ีั้ประชากรมีี p = 0.8 และ π = –4 จะมีีค่่าค่าดหว้ง 
สู้ดสู่วนี้ข้องค่่าสู้งเกตัศูนี้ย่์เท่ั้าก้บศูนี้ย่์ 
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(ตารางที� 1) ค่า CP มค่ีาสง้เท่ากบั 0.97 แล�วลดลงเข�าส้ ่0.95  
เม่�อขนาดตวัอย่างเพิ�ม หลงัจาก n = 200 โดยประมาณ ค่า CP  
จะอย้่รอบๆ ค่า 0.95 และ AL ลดลงด�วยอัตราที�ต��ากว่าเม่�อ    
n < 200 ดังแสดงในร้ปที� 5 และ 7 ในกรณีที�ประชากรม ี
p = 0.8 และ π = 0.8 ขนาดตัวอย่างต�องเพิ�มถึง 600 ค่า CP  
จึงจะอย้่รอบๆ  0.95 ในท�านองเดียวกันค่า AL หลังจาก  
n = 600 ลดลงอย่างช�าๆ ดังร้ปที� 6 และร้ปที� 8
 ในทางทฤษฎีงานวิจัยนี้ได�พิส้จน์แล�วว่า ค่าขอบบน 
และล่างของช่วงความเช่�อมั�นหาได�เสมอหากตัวอย่างที� 
รวบรวมได�มี  โดยหาช่วงความเช่�อมั�นจากการแก� 
อสมการในทฤษฎีบท 2 ในกรณีที�  ซึ�งมักเกิดกรณีที� 
π และ p มีค่าส้งเข�าใกล� 1 โดยจะมีค่าสังเกตที�แตกต่างกัน 
เป็น 0 และ 1 เท่านั้น เช่น (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) จะมี    

 กรณีนี้ได�พิส้จน์แล�วว่า หาได�เฉพาะขอบล่าง 
ของช่วงเท่านัน้ ส�าหรบัขอบบนของช่วงอาจก�าหนดให�เป็น 1  
ได�เน่�องจากเป็นค่าส้งสุดของพารามิเตอร์ p 
 ในทางปฏิบัติอาจใช�โปรแกรม R เพ่�อช่วยหาช่วงความ 
เช่�อมั�น ในที�น้ีได�เขียนโปรแกรมแสดงในภาคผู้นวกซึ�งจะเป็น 

รูปที� 5 ค่า CP ของช่วงความเช่�อมั�น 95% เม่�อประชากรเป็น   
 ZIG(p = 0.8, π = –4)

รูปที� 6  ค่า CP ของช่วงความเชือ่มัน่ 95% เมือ่ประชากรเป็น   
 ZIG(p = 0.8, π = 0.8)

รูปที� 7 ค่า AL ของช่วงความเช่�อมั�น 95% เม่�อประชากรเป็น   
 ZIG(p = 0.8, π = –4)

รูปที� 8 ค่า AL ของช่วงความเช่�อมั�น 95% เม่�อประชากรเป็น   

 ZIG(p = 0.8, π = 0.8)

# data is a vector of observed data 
# 1 – alpha is level of confidence 
# Default value of alpha is 0.05 
 
profile.conf <- function(data, alpha = 0.05){ 
  n0 <- sum(data == 0) 
  n <- length(data) 
  n1 <- n - n0 
  p.hat.pr <- n1/sum(data) 
  A <- (n1-sum(dat))*log(1-p.hat.pr) 
                       -n1*log(p.hat.pr)+qchisq(1-alpha,1)/2 
  func <- function(p) n1*log(p) + (sum(dat) 
                                  -n1)*log(1-p) + A 
  LB <- uniroot(func, c(0, p.hat.pr),  
                                                    tol = 1e-10)$root 
  UB <- uniroot(func, c(p.hat.pr, 1),  
                                                    tol = 1e-10)$root 
  return(c(LB,UB)) 
} 
 

ประโยชน์ในการวิเคราะห์ข�อม้ลจริงอ่�นๆ ต่อไป

6. กิตติกรรมประกำศ
 ขอขอบคุณภาควชิาคณติศาสตร์และสถติ ิมหาวทิยาลยั 
ธรรมศาตร์ที�สนับสนุนด�านอุปกรณ์คอมพิวเตอร์

ภำคผนวัก โปรแกรม R
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พัทธ์ชนก ศรีสุรเดชชัย และ กิตติมา แดงสุภา, “ช่วงความเช่ือมั่นแบบภาวะน่าจะเป็นโพรไฟล์ส�าหรับพารามิเตอร์ของการแจกแจงเรขาคณิต 

ในการแจกแจงเรขาคณิตค่าศูนย์เฟ้อ.”
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