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บทค่ด้ย่อิ

บทความนี� นำเสนอีการวิเคราะห�การสั�นอิีสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนา 

แปรเปลี�ยน ฟัังก�ชันความหนาขอีงโครงสร้างโดมเขียนในเทอีมขอีงค่าพัารามิเตอีร�พัื�นผิู้วพัลังงานความเครียด เนื�อีงจัาก 

เมมเบรนและโมเมนต�ดัดถุ้กนำมาพัิจัารณาในสมการแปรผู้ันการเขียนฟัังก�ชันพัลังงานขอีงระบบโครงสร้างโดมร้ปทรงกลม 

อีาศัยหลักการขอีงงานเสมือีนในเทอีมขอีงค่าการเสียร้ปขอีงโครงสร้างเปลือีกบาง การคำนวณหาค่าความถุี�ธรรมชาติและ 

โหมดการสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจ้ัดขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยน ใช้วิธีไฟัไนต�เอีลิเมนต�

แบบไมเ่ปน็เชงิเส้นสำหรบัชิ�นสว่นคานแบบ C2 รว่มกบักระบวนการทำซ้�ำโดยตรงในการหาผู้ลลพััธ�เชงิตวัเลข ผู้ลการวเิคราะห� 

เชิงตัวเลขพับว่า ค่าความถุี�ธรรมชาติกับโหมดการสั�นอีิสระมีค่าใกล้กับงานวิจััยที�ผู้่านมาในอีดีต สำหรับกรณีที�โครงสร้างโดม

มีความหนาคงที�ตลอีดเส้นโค้งในแนวพัิกัดเมอีร�เดียน ผู้ลขอีงการแปรเปลี�ยนค่าอีัตราส่วนความหนา ม์มรอีงรับส่วนโค้ง และ

มอีด์ลัสยืดหย์่นที�มีต่อีค่าความถุี�ธรรมชาติ ภายใต้การสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ได้ถุ้กนำเสนอีในบทความนี� 

คำสั่ำค่ญ่: การสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ โครงสร้างโดมร้ปทรงกลม ความหนาแปรเปลี�ยน ฟัังก�ชันพัลังงาน วิธ ี

ไฟัไนต�เอีลิเมนต�แบบไม่เป็นเชิงเส้น
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Abstract

Large amplitude free vibration of a spherical dome with variable thickness is presented in this paper. 

The thickness function of the spherical dome is written in terms of surface parameters. Strain energies due 

to membrane and flexural rigidities are considered in the variational formulation. The energy functional 

of the spherical dome system is written in terms of the shell displacements based on the principle of 

virtual work. Natural frequencies and corresponding mode shapes for large amplitude free vibration are 

obtained by nonlinear finite element method via C2 beam elements, and a direct iterative procedure is 

used in this study. The validation of the present formulation is found to be in close agreement with those 

in existing literature for a spherical dome with thickness constant along the meridian curve. Finally, the 

parametric study on the thickness ratios, central angles, and elastic modulus on the large amplitude free 

vibration of a spherical dome with variable thickness is reported in this paper.

Keywords: Large Amplitude Free Vibration, Spherical Dome, Variable Thickness, Energy Functional,  

Nonlinear Finite Element Method
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1. บทนำ

 โครงสร้างเปลือีกบางหรือีโครงสร้างโดมร้ปทรงกลม 

ในงานวิศวกรรมโยธา สามารถุวิเคราะห�เป็นปัญหาแบบ

สมมาตรรอีบแกนหม์น (Axisymmetric Problem) ได้ ใน 

งานวิจัยัขอีง Kunieda [1] Yasuzawa [2] Wang และคณะ [3]  

วีรพัันธ์� และคณะ [4] และ วีรพัันธ์� และคณะ [5] แต่การ

วิเคราะห�และอีอีกแบบโครงสร้างเปลือีกบางหรือีโครงสร้าง

โดม จัะไม่สามารถุทำการพัิจัารณาผู้ลตอีบสนอีงทางสถุิต

ศาสตร� (Static Response) เพัียงอีย่างเดียว ในทางปฏิิบัติ

วิศวกรโยธา จัำเป็นจัะต้อีงพัิจัารณาผู้ลตอีบสนอีงทางด้าน

พัลศาสตร� (Dynamic Response) ขอีงโครงสร้าง เนื�อีงจัาก

แรงกระทำแผู้่นดินไหว แรงลม หรือีแรงอีื�น ๆ ซ้่�งแรงกระทำ

แบบพัลศาสตร�เหล่านี� เป็นสาเหต์หลักที�ทำให้โครงสร้างเกิด

ความเสียหาย โดยเฉพัาะในกรณีที�ค่าความถุี�ธรรมชาติ ขอีง

โครงสร้างมีค่าใกล้เคียงกับค่าความถุี�ขอีงแรงกระทำจัาก 

ภายนอีก ทำใหโ้ครงสรา้งเกดิปญัหาการสั�นพัอ้ีง (Resonance  

Problem) ทำใหเ้กดิความเสยีหายอียา่งมากตอ่ีโครงสรา้ง และ

อีาจัส่งผู้ลกระทบถุ่งปัญหาด้านสิ�งแวดล้อีมตามมาอีีกด้วย  

ดงัแสดงในงานวิจัยัขอีง Kunieda [6] และ Leissa [7] เป็นต้น 

พับว่า ยังเป็นการศ่กษาเฉพัาะปัญหาการสั�นอีิสระด้วยแอีม

พัลิจั้ดขนาดเล็ก (Small Amplitude) ต่อีมา Gautham 

และ Ganesan [8] ได้นำเสนอีการสั�นอีิสระขอีงโครงสร้าง

โดมร้ปทรงกลมแบบตื�น ที�ทำมาจัากวัสด์ที�มีสมบัติเหมือีน

กันท์กทิศทาง (Isotropic Material) และวัสด์เชิงประกอีบ 

(Laminate Material) โดยใช้วิธีไฟัไนต�เอีลิเมนต� (Finite 

Element Method) และรวมผู้ลขอีงการเสียร้ป เนื�อีงจัาก

แรงเฉือีนอีันดับที�หน่�ง (First-order Shear Deformation 

Theory; FSDT) ต่อีมา Artioli และ Viola [9] ได้รายงาน

ผู้ลการวิเคราะห�การสั�นอีิสระขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลม

โดยวิธี Generalized Differential Quadrature (GQD) 

จัากนั�น Lee [10] ได้นำเสนอีวิธี Pseudospectral ในการ

วิเคราะห�การสั�นอีิสระขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลม เช่นกัน  

ในขณะที�การวิเคราะห�การสั�นอีิสระขอีงโครงสร้างโดม 

รป้ทรงกลมแบบเต็มใบ ได้ถุ้กนำเสนอีในงานวิจัยัขอีง Duffey 

และคณะ [11] โดยทำการศ่กษาโหมดการสั�นอิีสระขอีง

โครงสร้างโดมแบบเต็มใบ และเปรียบเทียบกับสมการขอีง 

Wilkinson [12] พับว่า ค่าความถุี�ธรรมชาติแบบสมมาตร 

ตามแนวแกนในแถุบล่างและบน (Lower and Upper 

Branches) มีค่าสอีดคล้อีงกัน ในปี 2017 ได้มีการนำเสนอี

สมการสำหรับการวิเคราะห� เพัื�อีแกป้ญัหาสมการอีนพ์ันัธ�ขอีง

การสั�นอีสิระขอีงโครงสรา้งโดมรป้ทรงกลมที�มสีมมตฐิานบน

ความสัมพันัธ�ขอีง Love-Kirchoff และ Donnell-Mushtari-

Vaslov ในงานวิจััยขอีง Bryan [13] สำหรับการวิเคราะห� 

การสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ ได้เริ�มมีการศ่กษา

ในงานวิจััยขอีง Varadan และ Pandalai [14], Sinharay 

และ Banerjee [15] และ Sathyamoorthy [16] แต่เป็น

กรณทีี�ความหนาขอีงโครงสร้างมีค่าคงที�ไมเ่ปลี�ยนแปลง ตาม 

แนวพัิกัดเมอีร�ริเดียน นอีกจัากนี� ยังมีงานวิจััยขอีง วีรพัันธ์� 

และ สมชาย [17] ได้ทำการศ่กษาค่าความถุี�ธรรมชาติ และ

โหมดการสั�นอิีสระขอีงโครงสร้างโดมบรรจั์ขอีงเหลวภายใน 

โดยพัจิัารณาเฉพัาะผู้ลขอีงเมมเบรนเพัยีงอีย่างเดยีว จัากนั�น  

วีรพัันธ์� และ สมชาย [18] ได้ทำการศ่กษาผู้ลขอีงการ

แปรเปลี�ยนขนาดขอีงม์มรอีงรับส่วนโค้ง ที�มีต่อีค่าความถุี�

ธรรมชาติแบบไม่เป็นเชิงเส้นขอีงโครงสร้างโดมบรรจั์

ขอีงเหลว 

 จัากงานวิจััยที�ผู่้านมา สำหรับโครงสร้างโดมพับว่า 

การพิัจัารณาผู้ลการเปลี�ยนแปลงความหนาตามแนวพิักัด 

เมอีร�ริเดียนที�มีต่อีค่าความถุี�ธรรมชาติ และโหมดการ 

สั�นอิีสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้างโดม 

มีน้อียมาก ดังนั�นงานวิจััยนี�จั่งเป็นการพััฒนาแบบจัำลอีง

คณิตศาสตร�สำหรับวิเคราะห�การสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ด

ขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนา

แปรเปลี�ยนในงานวิศวกรรมโยธาโดยใช้ทฤษฎีีเรขาคณิต 

เชิงอีน์พัันธ� [19], [20] พัลังงานความเครียด เนื�อีงจัาก 

เมมเบรนและโมเมนต�ดัด เขียนได้ในร้ปแบบขอีงสมการ

แปรผู้ัน (Variational Formulation) การเขียนฟัังก�ชัน

พัลังงานขอีงระบบโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมอีาศัยหลักการ

ขอีงงานเสมือีนในเทอีมขอีงค่าการเสียร้ปขอีงโครงสร้าง

เปลือีกบาง [21], [22] การคำนวณหาค่าความถุี�ธรรมชาติ 

และโหมดการสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ ขอีง 
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โครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยนได้ ใช้

วิธีไฟัไนต�เอีลิเมนต�แบบไม่เป็นเชิงเส้น สำหรับชิ�นส่วนคาน

แบบ C2 ที�นิยามด้วยฟัังก�ชันโพัลิโนเมียลอีันดับห้า (Fifth 

Polynomial Shape Function) [23], [24] ในการจัำลอีง 

ชิ�นส่วนย่อียขอีงโครงสร้างโดม ร่วมกับกระบวนการทำซ้�ำ 

โดยตรงในการหาผู้ลลัพัธ�เชิงตัวเลขสำหรับค่าความถุี� 

ธรรมชาติและโหมดการสั�นอีิสระ เนื�อีงจัากชิ�นส่วนดังกล่าว

มีความต่อีเนื�อีงจันถุ่งอีน์พัันธ�อีันดับที�สอีง สามารถุนิยาม

ความเครียดเนื�อีงจัากผู้ลขอีงเมมเบรนและโมเมนต�ดัดได้ ใน

ขณะที�ชิ�นสว่นแบบ C1 ที�นยิามดว้ยฟังัก�ชนัโพัลโินเมยีลอีนัดบั

สาม (Cubic Polynomial Shape Function) [20], [22] ไม่ 

สามารถุจัำลอีงชิ�นส่วนขอีงโครงสร้างเปลือีกบาง ที�มีผู้ลขอีง 

ความเครียดเนื�อีงจัากโมเมนต�ดัดได้ 

2. วิธี่การวิจู่ย

 วธิกีารวจิัยัในบทความนี� จัะประกอีบไปดว้ยสมมตฐิาน

ที�ใช้ในการวิเคราะห� แบบจัำลอีงโครงสร้าง ความสัมพัันธ�

ระหว่างความเครียดและความโค้งกับการเสียร้ป พัลังงาน

ความเครียด เนื�อีงจัากผู้ลขอีงเมมเบรนและโมเมนต�ดัดขอีง 

โครงสร้างโดมรป้ทรงกลมที�มคีวามหนาแปรเปลี�ยนงานเสมอืีน 

เนื�อีงจัากแรงเฉื�อีย ผู้ลรวมขอีงงานเสมือีน และส์ดท้ายการ

หาผู้ลลัพัธ�เชิงตัวเลขสำหรับค่าความถุี�ธรรมชาติและโหมด

การสั�นอีิสระโดยใช้วิธีไฟัไนต�เอีลิเมนต�แบบไม่เป็นเชิงเส้น 

ดังต่อีไปนี�

2.1 สั่มมติิฐานท่�ใช้้ในการวิเคราะห์

 2.1.1 วัสด์ขอีงโครงสร้างโดมมีสมบัติยืดหย์่นแบบเชิง

เส้น (Linearly Elastic Material) 

 2.1.2 ความหนาขอีงโครงสร้างโดมเปลี�ยนแปลง

ตามแนวพัิกัดเมอีร�ริเดียนเท่านั�น และมีค่าคงที�ไม่มีการ

เปลี�ยนแปลงทั�งก่อีนและหลังการสั�น

2.2 พารามิเติอิร์ขอิงพ้�นผิิวโครงสั่ร้างโด้ม

 การศก่ษาพัฤตกิรรมการสั�นอีสิระดว้ยแอีมพัลิจัด้ขนาด

ใหญ่ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยน 

จัะมีค่าพัารามิเตอีร� ดังแสดงในร้ปที� 1 

 กำหนดให้  เป็นเวกเตอีร�หน่�งหน่วย ที� มี

ทิศทางตามแนวแกนในระบบพิักัดฉาก (X,Y,Z) ตามลำดับ  

ดังนั�น เวกเตอีร�ระบ์ตำแหน่ง (Position Vector) ขอีงพัื�นผู้ิว

โครงสร้างโดมร้ปทรงกลม สามารถุนิยามได้จัากสมการที� (1)

  

  (1)

 เมื�อี a คอืี ความยาวรศัมขีอีงโครงสรา้งโดมรป้ทรงกลม 

และ (θ,ϕ) คือี ค่าพัารามิเตอีร�ขอีงพัื�นผู้ิวที�วัดตามแนวเส้น

พัิกัดเมอีร�ริเดียนและลอีงจัิจั้ด ตามลำดับ โดยที�ความหนา

ขอีงโครงสร้างโดมมีค่าเปลี�ยนแปลง ตามแนวพิักัดเส้นเมอีร�

ริเดียน ดังสมการที� (2)

 h(θ) = ha + (hb − ha)(θ/β) (2)

 เมื�อี β คอืี คา่มม์ที�รอีงรับส่วนโค้ง และ (ha,hb) คอืี ความ

หนาที�ตำแหน่งจัด์ยอีด (Apex) และที�ฐานรอีงรับแบบยด่แนน่ 

(Fixed Support) ตามลำดับ เมื�อีโครงสร้างโดมเกิดการสั�น

ภายใต้แรงกระทำแบบพัลศาสตร� (Dynamic Loading)  

ส่งผู้ลทำให้พัื�นผู้ิว Sr เคลื�อีนที�ไปยังพัื�นผู้ิว Sd ดังนั�น ค่าเวก

เตอีร�ระบ์ตำแหน่งที�พัื�นผู้ิว Sd จัะมีค่า ดังสมการที� (3)

  (3)

รูปท่� 1 ร้ปทรงเรขาคณิตขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลม

Z

r

zo
zi

h / 2

hb

a cos β 

a(1- cos β)

a

 q β 
k̂

ˆ
ri

f 

ha
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 เมื�อี q(θ, ϕ,t) คอืี เวกเตอีร�การเสียรป้ (Displacement 

Vector) จัากพืั�นผู้วิ Sr ไปยงัพัื�นผู้วิ Sd ซ้่�งสมัพันัธ�กบัระยะเวลา 

t ดังนั�น เวกเตอีร�การเสียร้ป จัะสามารถุนิยามได้ดังสมการ 

ที� (4)

  (4)

 ในที�นี�ตัวห้อีย (θ, ϕ) แสดงถุ่งอีน์พัันธ�ย่อียตามแนว

ระบบพักิดัขอีงโครงสรา้งโดม และ (u,v,w) คอืี อีงค�ประกอีบ

ขอีงระยะการเสียร้ปในแนวเส้นสัมผู้ัส เส้นลอีงจัิจั้ด และ 

แนวเส้นตั�งฉาก ตามลำดบั ดงันั�นคา่ความเรว็และคา่ความเรง่

ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลม สามารถุคำนวณได้โดยการ

อีน์พัันธ�สมการที� (4) เทียบกับเวลา (t) ดังสมการที� (5)–(6)

  (5)

  (6)

 เนื�อีงจัากเป็นการสั�นอีิสระแบบสมมาตรตามแนวแกน 

(Axisymmetric Vibration) ดังนั�นค่า ( ) ในสมการที� 

(4)–(6) จัะมีค่าเป็นศ้นย� จัากหลักการเรขาคณิตเชิงอีน์พัันธ� 

(Differential Geometry) [19], [20] สามารถุคำนวณหา

ค่าพัารามิเตอีร� (A,B) ได้ดังสมการที� (7) – (8)

  (7)

  (8)

 ในกรณีที�เป็นการสั�นอีิสระแบบสมมาตรตามแนวแกน 

(Axisymmetric Vibration) สามารถุคำนวณค่าความ 

โค้งหลัก (Principal Curvatures) ได้ดังสมการที� (9)–(10)

  (9)

  (10)

 เมื�อีค่าพัารามิเตอีร� (L,N) สามารถุนิยามได้ด้วย 

สมการที� (11) – (12)

  (11)

  (12)

2.3 ความสั่่มพ่นธี์ระหว่างความเคร่ยด้แลิะความโค้งก่บ

ระยะการเสั่่ยรูป

 ความสัมพัันธ�ขอีงความเครียดกับระยะการเสียร้ปตาม

นยิามความเครียดแบบลากรอีงจั� (Lagrangian Strains) [25]  

สามารถุนยิามได้ในรป้แบบดชัน ี(Index Form) ดงัสมการที� (13)

  (13)

 กำหนดให้  ดงันั�น เวก

เตอีร�ความเครียด  และ เมตริกซ้�ความเครียด  สามารถุ

นิยาม ได้ดังสมการที� (14)–(17)

  (14)

  (15)

 

   (16)
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  (17)

 ในที�นี� Aθ = 0 และ Bθ = acosθ ซ้่�งคำนวณได้จัาก

สมการที� (7) และ (8) ตามลำดับ สำหรับการเปลี�ยนแปลง

คา่ความโค้งขอีงพัื�นผิู้วที�ก่�งกลางความหนาขอีงโครงสร้างโดม

เนื�อีงจัากผู้ลขอีงโมเมนต�ดัด จัะมีค่าดังสมการที� (18)

  (18)

 เมื�อี  คือี เวกเตอีร�ค่าความโค้งหลัก มีค่าดัง 

สมการที� (19) – (20)

  (19)

  (20)

2.4 พลิ่งงานความเคร่ยด้ขอิงโครงสั่ร้างโด้ม

 คา่พัลงังานความเครยีดขอีงโครงสรา้งโดม จัะแบง่อีอีก

เปน็ 2 เทอีม คอืี ผู้ลขอีงเมมเบรน (Membrane) และโมเมนต�

ดัด (Bending) สำหรับโครงสร้างโดมที�มีสมบัติยืดหย์่นแบบ

เชิงเส้นทั�วไป จัะคำนวณค่าความเครียดเนื�อีงจัากเมมเบรน  

ได้ดังสมการที� (21)

   (21)

 เมื�อี  คือี เมตริกซ้�ความแข็งแกร่งเนื�อีงจัากการ

ยืดหดตัว (Extensional Rigidity) ซ้่�งสามารถุเขียนได้ดัง 

สมการที� (22)

    

  (22)

 เมื�อี h(θ) คือี ความหนาขอีงโครงสร้างที� มีการ

เปลี�ยนแปลงตามแนวพัิกัดเมอีร�ริเดียน, E' คือี มอีด์ลัส

ยืดหย่์น (Elastic Modulus) และ µ คือี อีัตราส่วนปัวซ้ง 

(Poisson’s Ratio) สมการที� (21) สามารถุจัดัรป้ใหมใ่นเทอีม 

ขอีงค่าการแปรผู้ัน ได้ดังสมการที� (23)

  (23)

 เมื�อี [km], [n1m] และ [n2m] สามารถุนิยามได้จัาก 

สมการที� (24)–(26)

  (24)

  (25)

  (26)

 สำหรับค่าความเครียดเนื�อีงจัากโมเมนต�ดัด ขอีง

โครงสร้างโดมที�มสีมบัตยิดืหย์น่แบบเชงิเส้นทั�วไป จัะคำนวณ

ได้ดังสมการที� (27)

  (27)

 เมื�อี [D'] คือี เมตริกซ้�ความแข็งแกร่งเนื�อีงจัากการดัด 

(Flexural Rigidity) ซ้่�งสามารถุเขียนได้ดังสมการที� (28)

  (28)
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 สมการที� (27) สามารถุจััดร้ปใหม่ในเทอีมขอีงค่า 

การแปรผู้ันได้ดังสมการที� (29)

  (29)

 เมื�อี [kb] สามารถุนิยามได้จัากสมการที� (30)

  (30)

2.5 งานเสั่ม้อินเน้�อิงจูากแรงเฉื่้�อิยขอิงโครงสั่ร้างโด้ม

 งานเสมือีนเนื�อีงจัากแรงเฉื�อียขอีงโครงสร้างโดม 

จัะคำนวณได้จัากสมการที� (31)

  (31)

 เมื�อี ρs คือี ความหนาแน่นขอีงวัสด์โครงสร้างโดม และ    

 คือี เวกเตอีร�ความเร่งขอีงโครงสร้างตามแนวเส้น 

เมอีร�ริเดียน และแนวตั�งฉากกับเส้นเมอีร�ริเดียน ตามลำดับ 

เนื�อีงจัากอีตัราสว่นความหนาตอ่ีความยาวรศัมขีอีงโครงสรา้ง

เปลือีกบางมีค่าไม่เกิน 1/20 ดังนั�น การเสียร้ปจัากเนื�อีงจัาก

แรงเฉือีน (Shear Deformation) และความเฉื�อียเชิงหม์น 

(Rotary Inertia) จัะไม่นำมาพัิจัารณาในการคิดงานเสมือีน

เนื�อีงจัากแรงเฉื�อียขอีงโครงสร้าง ส่งผู้ลทำให้ค่าความถุี�

ธรรมชาตขิอีงโครงสรา้งเปลอืีกบางที�ไดจ้ัากงานวจิัยันี�มคีา่ส้ง

กว่ากรณีที�คิดผู้ลขอีงการเสียร้ปจัากเนื�อีงจัากแรงเฉือีนและ

ความเฉื�อียเชิงหม์น [26] 

2.6 ผิลิรวมขอิงงานเสั่ม้อิน

 การคำนวณหาผู้ลตอีบสนอีงค่าความถุี�ธรรมชาติ และ

โหมดการสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้าง

โดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยนได้จัากผู้ลรวมขอีง

งานเสมือีน [21] ดังสมการที� (32)

 δπ = δUm + δUb − δI (32)

 แทนค่าจัากสมการที� (23) (29) และ (31) ลงใน 

สมการที� (32) จัะได้ดังสมการที� (33)

 

  (33)

2.7 วิธี่ไฟไนติ์เอิลิิเมนติ์ 

 จัากผู้ลรวมขอีงงานเสมือีนขอีงระบบโครงสร้างโดม 

ดังแสดงในสมการที� (33) จัะพับว่า ไม่สามารถุคำนวณหาผู้ล 

เฉลยแบบแม่นตรงได้ เนื�อีงจัากสมการดังกล่าวประกอีบ

ไปด้วยเทอีมไร้มิติค่อีนข้างส้ง ดังนั�น จั่งจัำเป็นต้อีงอีาศัย 

ระเบยีบวธิเีชงิตวัเลข คอืี วธิไีฟัไนต�เอีลเิมนต�แบบไม่เป็นเชงิเส้น  

[23]–[24] ในการหาผู้ลลัพัธ�เชิงตัวเลข โดยการแบ่งชิ�นส่วน

ขอีงโครงสรา้งโดมตามแนวพิักดัเมอีร�ริเดียน ดงัแสดงในรป้ที� 2  

ซ้่�งจัะได้ค่าประมาณการเสียร้ป ดังสมการที� (34)   

 {g} = [ψ]{d} (34)

 เมื�อี {g} คือี เวกเตอีร�การเคลื�อีนที�ที�จั์ดต่อี {d} คือี

เวกเตอีร�ขอีงดีกรีอีิสระที�จั์ดต่อี และ [ψ] คือี เมตริกซ้�

ฟังัก�ชนัรป้รา่งโพัลโีนเมยีลอีนัดบัที�หา้ ซ้่�งสามารถุนยิามไดด้งั 

สมการที� (35)

 

  (35)

รูปท่� 2 ชิ�นส่วนย่อียทั�วไปและระยะพัิกัดขอีงโครงสร้าง

k̂
r̂i

1


2  u

w


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 ในที�นี�ฟัังก�ชันร้ปร่างฟัังก�ชันโพัลิโนเมียลอีันดับที�ห้า มี

ค่าดังสมการที� (36)–(41)

  (36)

  (37)

  (38)

  (39)

  (40)

    (41)

 จัากหลักการขอีงงานเสมือีน [21] แทนค่าสมการที� (34) 

และ (35) ลงไปในสมการที� (33) จัะสามารถุเขียนในร้ปขอีง

สมการการเคลื�อีนที�ขอีงโครงสร้างโดม ได้ดังสมการที� (42)

  (42)

 เมื�อี [m], [kL] และ [kN] คือี เมตริกซ้�มวลและเมตริกซ้� 

สติฟัเนสแบบเป็นเชิงเส้น และแบบไม่เป็นเชิงเส้น ในชิ�น 

ส่วนย่อีย ตามลำดับ ซ้่�งมีค่าดังสมการที� (43)–(45)

 

  

  (43)

  (44)

  (45)

 ในที�นี�จัะเห็นได้ว่าดีกรีอีิสระขอีงเอีลิเมนต� (Element 

Degree of Freedom) {d} เหมือีนกับดีกรีอีิสระรวม 

(Global Degree of Freedom) {Q} ดังนั�น ผู้ลรวมขอีง

งานเสมือีนสำหรับระบบโครงสร้างโดมสามารถุรวมได้โดยตรง 

โดยใช้สมการที� (42) ซ้่�งแสดงได้ดังนี� 

  (46)

 เมื�อี [M] คอืี เมตรกิซ้�มวลขอีงโครงสรา้ง [K] คอืี ผู้ลรวม

ขอีงเมตริกซ้�สติฟัเนสแบบเป็นเชงิเส้น และแบบไม่เปน็เชงิเส้น

ขอีงโครงสร้าง {Q} คือี เวกเตอีร�การเคลื�อีนที�ขอีงโครงสร้าง 

และ { } คือี เวกเตอีร�ความเร่งขอีงโครงสร้าง จัากหลักการ

ขอีง Prathap และ Varadan [27] การแก้ปัญหาสมการขอีง

การเคลื�อีนที�แบบไม่เป็นเชงิเส้นที�ข่�นกับเวลา จัะสามารถุทำได้

โดยการลดร้ปให้เป็นปัญหาค่าเจัาะจังแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

(Nonlinear Eigenvalue Problem) โดยการนิยามสมบัติ

ขอีงฟัังก�ชันที�มีค่าข่�นอีย้่กับเวลาที�จั์ดวกกลับ (Reversal 

Point) ขอีงการเคลื�อีนที� ดังสมการที� (47)

  (47)

 เมื�อี ωn คอืี คา่ความถุี�ธรรมชาต ิ(Natural Frequency) 

ขอีงโครงสร้างโดม กำหนดให้ {Q}max มีค่าดังสมการที� (48)

 {Q}max = ap{Λ} (48)

 เมื�อี ap คือี ค่าแอีมพัลิจั้ด (Amplitude) ขอีงตำแหน่ง

ที�สนใจั และ {Λ} คือี ค่าโหมดการสั�นที�ทำการปรับขนาด 

(Normalized Mode Shape) ด้วยสมาชิกที�ตำแหน่งอี้างอีิง 

แทนค่าสมการที� (48) ลงไปในสมการที� (46) จัะไดว้า่เมตรกิซ้�

ขอีงปัญหาค่าเจัาะจังแบบไม่เป็นเชิงเส้น ดังสมการที� (49)

  (49)

 ตำแหน่งอี้างอิีงที�นำมาใช้ในการพิัจัารณาการสั�นอีิสระ

ด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้างโดมนั�น จัะเป็น

ตำแหน่งที�เปลี�ยนไปตามสภาวะการเคลื�อีนที� โดยที�ตำแหน่ง
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อี้างอีิงจัะเป็นตำแหน่งส้งส์ดขอีงการเคลื�อีนที�ขอีงโครงสร้าง

โดม ณ สภาวะที�ทำการศ่กษาขณะนั�น เนื�อีงจัากเป็นปัญหา 

ที�มีความสมมาตร ตามแนวแกน (Axisymmetric Free 

Vibration) ดังนั�น เงื�อีนไขขอีบเขตที�ตำแหน่งบนส์ดขอีง

โครงสร้างโดม จัะมีค่าดังสมการที� (50)

 u = wθ = 0 (50)

 สำหรับเงื�อีนไขที�บริเวณฐานรอีงรับจัะพัิจัารณาเป็น

แบบย่ดแน่นอีย่างสมบ้รณ� (Fixed Support Condition) 

โดยกำหนดให้มีค่าดังสมการที� (51)

 u = w = wθ = 0 (51)

2.8 กระบวนการทำซ้�ำโด้ยติรง

 ขั�นตอีนการวิเคราะห�การสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ด 

ขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้างโดม มีขั�นตอีนดังนี�

  2.8.1 คำนวณเมตริกซ้�มวลและเมตริกซ้�สติฟัเนสแบบ

เป็นเชิงเส้นในชิ�นส่วนย่อีย โดยใช้วิธีไฟัไนต�เอีลิเมนต�

 2.8.2 คำนวณเมตริกซ้�มวลและเมตริกซ้�สติฟัเนสแบบ

เป็นเชิงเส้นขอีงโครงสร้าง โดยการรวมผู้ลขอีงเมตริกซ้�ชิ�น

ส่วนย่อีย

 2.8.3 คำนวณค่าความถุี�ธรรมชาติจัากสมการค่าเจัาะจัง

แบบเป็นเชิงเส้น (Linear Eigenvalue Equation)

 2.8.4 ทำการปรับขนาดโหมดการสั�น (Normalized  

Mode Shape) และ ค้ณด้วยอัีตราส่วนแอีมพัลิจั้ด  

(Amplitude Ratio)

 2.8.5 คำนวณเมตริกซ้�สติฟัเนสแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

ขอีงโครงสร้าง และรวมผู้ลขอีงเมตริกซ้�ชิ�นส่วนย่อีย ได้แก่ 

เมตริกซ้�มวล เมตริกซ้�สติฟัเนสแบบเป็นเชิงเส้นและแบบ 

ไม่เป็นเชิงเส้นขอีงโครงสร้าง จัากนั�นทำการคำนวณค่า 

ความถุี�ธรรมชาติจัากสมการค่าเจัาะจังแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

(Nonlinear Eigenvalue Equation) ใหม่ ตามกระบวนการ

ทำซ้�ำโดยตรง จันกระทั�งผู้ลตา่งขอีงคำตอีบในแตล่ะรอีบการ

คำนวณมีค่าน้อียกว่า 10–5 

3. ผิลิการทด้ลิอิง

 การศ่กษาพัฤติกรรม การสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ด

ขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปร

เปลี�ยนไดถุ้ก้พัฒันาข่�นโดยใชห้ลกัการขอีงงานเสมอืีน และวธิ ี

ไฟัไนต�เอีลิเมนต�แบบไม่เป็นเชงิเส้นร่วมกับกระบวนการทำซ้�ำ

โดยตรงในการหาผู้ลลัพัธ�เชิงตัวเลขขอีงค่าความถุี�ธรรมชาติ

และโหมดการสั�นอิีสระแบบไม่เปน็เชงิเสน้ ในการศก่ษาครั�งนี�

จัะใชค้า่พัารามเิตอีร�และสมบตัขิอีงโครงสรา้งโดม ดงัแสดงใน

ตารางที� 1 ซ้่�งจัำเป็นต้อีงทำการตรวจัสอีบความถุ้กต้อีงขอีง

โปรแกรมโดยเริ�มต้นจัากการทดสอีบผู้ลการคำนวณค่าความถุี�

ธรรมชาตโิครงสรา้งโดมรป้ทรงกลมที�มคีวามหนาแปรเปลี�ยน

ดว้ยแอีมพัลจิัด้ขนาดใหญ ่เพัื�อีตรวจัสอีบการล้เ่ขา้ขอีงคำตอีบ

เชงิตวัเลขเนื�อีงจัากผู้ลขอีงจัำนวนเอีลิเมนต� ดงัแสดงในตาราง

ที� 2 จัากผู้ลการศ่กษาจัะพับว่า การแบ่งจัำนวนชิ�นส่วนอีอีก

เป็น 24 ชิ�นส่วน จัะให้คำตอีบที�มีความถุ้กต้อีงส้งถุ่งทศนิยม

ตำแหน่งที� 3 สำหรับค่าความถุี�ธรรมชาติในโหมดที� m = 1 

ถุ่ง m = 10 เมื�อีเปรียบเทียบกับผู้ลที�ได้จัากการแบ่งชิ�นส่วน

ย่อียที�ละเอีียดส้งกว่านี� ดังนั�น งานวิจััยในบทความนี�จั่งเลือีก

ใช้จัำนวนชิ�นส่วนเท่ากับ 24 ชิ�นส่วน เท่านั�น 

ติารางท่� 1 ข้อีม้ลและสมบัติที�ใช้ในการวิเคราะห�
รายการ ปริมาณ

ความยาวรัศมี (a) 5 เมตร

ความหนาที�จั์ดยอีด (ha) 0.05 เมตร

ความหนาที�ฐานรอีงรับ (hb) 0.15 เมตร

ม์มที�รอีงรับส่วนโค้ง (β) 90 อีงศา

ความหนาแน่นขอีงวัสด์ (ρs) 7,850 กก/ม3

มอีด์ลัสยืดหย์่น (E') 204×103 เมกะปาสคาล

อีัตราส่วนปัวซ้ง (µ) 0.3

 หลังจัากนั�นทำการเปรียบเทียบค่าพัารามิเตอีร�ความถุี�

ธรรมชาตขิอีงโครงสรา้งโดมรป้ทรงกลมสำหรบักรณทีี�มคีวาม

หนาคงที�ตลอีดแนวเส้นเมอีร�ริเดียนกับค่าความถุี�ธรรมชาติ

แบบเป็นเชิงเส้น (ΩL) ที�ได้จัากงานวิจััยที�ผู่้านมาในอีดีต  

[6] [9] [10] [28] พับว่า คำตอีบที�ได้มีความใกล้เคียงกันมาก  

และเมื�อีทำการเปรียบเทยีบค่าความถีุ�ธรรมชาติด้วยแอีมพัลจิัด้ 
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ขนาดใหญ ่(ΩNL) กบัคา่ความถุี�ธรรมชาติแบบเป็นเชงิเส้น (ΩL)  

จัะพับว่า ค่าความถุี�ธรรมชาติขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลม

ภายใต้การสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ (ΩNL) จัะมีค่า

ต�ำกว่าค่าความถุี�ธรรมชาติแบบเป็นเชิงเส้น (ΩL) ดังแสดงใน

ตารางที� 3 นอีกจัากนี�ยงัพับวา่ เมื�อีโหมดการสั�นมีลำดบัสง้ข่�น  

ค่าความถุี�ธรรมชาติภายใต้การสั�นอิีสระด้วยแอีมพัลิจั้ด 

ขนาดใหญย่ิ�งมคีา่ต�ำกวา่คา่ความถีุ�ธรรมชาตแิบบเปน็เชงิเส้น 

เมื�อีเปรียบเทียบกับโหมดการสั�นในลำดับต้น ๆ ร้ปที� 3 

แสดงการเปรียบเทียบโหมดการสั�นในลำดับที� 1 ถุ่ง 3 กับ

งานวิจััยขอีง Artioli และ Viola [9] ซ้่�งได้คิดผู้ลขอีงค่าการ

เสียร้ปเนื�อีงจัากแรงเฉือีนอีันดับหน่�ง (First-Order Shear 

Deformation Theory) พับว่า มีค่าสอีดคล้อีงกันท์กโหมด

การสั�นแต่มีความแตกต่างกันเล็กน้อีย เนื�อีงจัากงานวิจััยนี� 

ไมไ่ดค้ดิผู้ลขอีงคา่การเสียรป้เนื�อีงจัากแรงเฉอืีน สำหรบัโหมด

การสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ ลำดับที� 1 ถุ่ง 6 ขอีง

โครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยน แสดง

ได้ดังร้ปที� 4 

 สำหรับค่าแอีมพัลิจั้ดสัมพััทธ� (Relative Amplitude) 

ที�เกิดข่�นในโหมดการสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ 

ลำดับที� 1 ถุ่ง 6 ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนา

แปรเปลี�ยนจัะแสดงได้ดงัรป้ที� 5 ซ้่�งจัะพับว่า คา่ที�แอีมพัลิจัด้ 

ส้งส์ดจัะเกิดข่�นที�ตำแหน่งจัด์ยอีด (Apex) ขอีงโครงสรา้งโดม  

ติารางท่� 2 การล้่เข้าคำตอีบขอีงค่าความถุี�ธรรมชาติโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยนด้วยแอีมพัลิจั้ด 

ขนาดใหญ่

โหมด้การสั่่�น
จูำนวนขอิงช้ิ�นสั่่วนย่อิย

6 12 18 24 30

m = 1 140.658 140.658 140.658 140.658 140.658

m = 2 162.211 162.211 162.211 162.211 162.211

m = 3 170.993 170.993 170.993 170.993 170.993

m = 4 184.288 184.285 184.285 184.285 184.285

m = 5 206.965 206.931 206.931 206.931 206.931

m = 6 238.468 238.334 238.333 238.333 238.333

m = 7 266.793 266.681 266.680 266.680 266.680

m = 8 289.738 289.272 289.270 289.270 289.270

m = 9 340.682 339.234 339.227 339.226 339.226

รูปท่� 3 การเปรียบเทียบโหมดการสั�นขอีงโครงสร้างโดมสำหรับกรณีที�มีความหนาคงที�ตลอีดแนวเส้นเมอีร�ริเดียน

Artioli and Viola [9]PresentReference

m = 1 m = 2 m = 3
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ติารางท่� 3 การเปรียบเทียบค่าพัารามิเตอีร�ความถุี�ธรรมชาติขอีงโครงสร้างโดมสำหรับกรณีที�มีความหนาคงที�ตลอีดแนวเส้น

เมอีร�ริเดียน ( )

โหมด้การสั่่�น Kunieda [6]
Artioli and

 Viola [9]
Lee [10] Kim [28]

งานวิจู่ยน่�

ΩL ΩNL

m = 1 0.760 0.760 0.761 0.761 0.7615 0.7614 0.0165

m = 2 0.938 0.938 0.939 0.938 0.9384 0.9382 0.0217

m = 3 0.984 0.984 0.985 0.984 0.9844 0.9840 0.0359

m = 4 1.020 1.020 1.023 1.021 1.0215 1.0210 0.0521

m = 5 1.071 1.070 1.075 1.072 1.0723 1.0715 0.0675

รูปท่� 4 โหมดการสั�นอีิสระด้วยแอีมพัลิจั้ดขนาดใหญ่ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยน

m = 1 m = 2 m = 3

m = 4 m = 5 m = 6

PresentReference

ในเทอีมขอีงค่าการเสียร้ปในแนวเส้นตั� งฉากกับเส้น 

เมอีร�ริเดยีน ในโหมดการสั�นลำดับที� 2 ถุง่ 5 ยกเวน้โหมดการ

สั�นที� 1 ซ้่�งเปน็โหมดพัื�นฐาน (Fundamental Mode) พับวา่ คา่ 

แอีมพัลิจั้ดสัมพััทธ�ส้งส์ดจัะเกิดข่�นที�ตำแหน่ง θ มีค่าเท่ากับ 

15 อีงศา ดังแสดงในร้ปที� 5

 จัากผู้ลการตรวจัสอีบความถุ้กต้อีงขอีงแบบจัำลอีง

โครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยนที�ได้

จัากงานวิจััยนี� สามารถุทำการศ่กษาค่าพัารามิเตอีร�ต่าง ๆ 

ขอีงโครงสร้างที�ส่งผู้ลกระทบต่อีค่าความถุี�ธรรมชาติขอีง

โครงสรา้งโดมร้ปทรงกลมภายใตก้ารสั�นอีสิระดว้ยแอีมพัลจิัด้

ขนาดใหญ่ ได้แก่ ค่าอีัตราส่วนความหนา ม์มรอีงรับส่วนโค้ง 

และมอีดล์สัยดืหย์น่ โดยสามารถุทำการศก่ษาคา่พัารามเิตอีร�

ต่าง ๆ ได้ดังหัวข้อีต่อีไปนี�

3.1 ผิลิขอิงการแปรเปล่ิ�ยนค่าอิ่ติราส่ั่วนความหนาท่�ม่ต่ิอิ

ค่าความถี่่�ธีรรมช้าติิ

 การศ่กษาผู้ลกระทบขอีงการแปรเปลี�ยนค่าอีัตราส่วน

ความหนาต่อีค่าความถุี�ธรรมชาติแบบไม่เป็นเชิงเส้นขอีง

โครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยน ดัง

แสดงในร้ปที� 6 จัะสามารถุทำได้โดยการปรับเปลี�ยน
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อีัตราส่วนความหนา ขอีงโครงสร้างโดม (hb/ha) ตั�งแต่ 1.0 

ถุ่ง 5.0 โดยที�ความหนาที�จั์ดยอีดขอีงโครงสร้างโดม (ha) 

และค่าพัารามิเตอีร�อีื�น ๆ ตามตารางที� 1 มีค่าคงที�ไม่มีการ

เปลี�ยนแปลง 

 จัากผู้ลการศก่ษาพับว่า คา่ความถุี�ธรรมชาติจัะมีคา่เพัิ�ม

ส้งข่�นเมื�อีค่าอีัตราส่วนความหนา (hb/ha) มีค่าเพัิ�มส้งข่�น นั�น

คือีการเปลี�ยนแปลงค่าความหนาขอีงโครงสร้างจัะทำให้ค่า

ความแขง็แกรง่ (Stiffness) เนื�อีงจัากคา่พัลงังานความเครยีด

ในเทอีมขอีงเมมเบรนและโมเมนต�ดัดขอีงโครงสร้างโดมมี 

ค่าเพัิ�มส้งข่�นทำให้ค่าความถีุ�ธรรมชาติมีค่าเพัิ�มส้งข่�นตามไป

ดว้ย นอีกจัากนี�ยงัพับว่า การเปลี�ยนแปลงค่าความถุี�ธรรมชาติ

รูปท่� 5 ค่าแอีมพัลิจั้ดสัมพััทธ�ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยน

รูปท่� 6 ผู้ลขอีงการแปรเปลี�ยนคา่อีตัราสว่นความหนาที�มตีอ่ี

ค่าความถุี�ธรรมชาติ
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ในโหมดลำดับที� 1 และ 2 มีลักษณะเป็นโค้งคว�ำ กล่าวคือี 

ค่าความชันขอีงกราฟัมีค่าลดลงเมื�อีค่าอัีตราส่วนความหนา 

(hb/ha) มีค่าเพัิ�มส้งข่�นนั�นเอีง 

3.2 ผิลิขอิงการแปรเปลิ่�ยนค่ามุมรอิงร่บสั่่วนโค้งท่�ม่ติ่อิค่า

ความถี่่�ธีรรมช้าติิ

 การวิเคราะห�และอีอีกแบบโครงสร้างโดมในบาง

กรณีจัำเป็นต้อีงมีการอีอีกแบบในหลากหลายร้ปทรง เช่น 

โครงสร้างโดมทรงตื�นและทรงล่ก ดังนั�น การแปรเปลี�ยน

ค่าม์มรอีงรับส่วนโค้ง (β) ที�มีผู้ลต่อีค่าความถุี�ธรรมชาติ

ขอีงโครงสร้างโดมจั่งเป็นค่าพัารามิเตอีร�ที�มีความสำคัญ 

ในการวิเคราะห�และอีอีกแบบ โดยมีคา่ตั�งแต่ 30 ถุง่ 90 อีงศา  

ในขณะที�ค่าพัารามิเตอีร�อืี�น ๆ ในตารางที� 1 ไม่มีการ

เปลี�ยนแปลง 

 จัากผู้ลการศ่กษาพับว่า ค่าความถีุ�ธรรมชาติจัะมีค่า

ลดลงอีย่างรวดเร็วเมื�อีค่าม์มรอีงรับส่วนโค้งมีค่าน้อีย และ

ค่าความถุี�ธรรมชาติจัะเริ�มลดลงอีย่างช้า ๆ เมื�อีขนาดม์ม

รอีงรับส่วนโค้งมีค่าส้งข่�น ดังแสดงในร้ปที� 7 ดังนั�น ในช่วง

ที�โครงสร้างโดมมีลักษณะเป็นร้ปทรงตื�นจัะพับว่า ค่าความถุี�

ธรรมชาติมีการเปลี�ยนแปลงค่อีนข้างส้งกว่าช่วงที�โครงสร้าง

โดมมลีกัษณะเปน็รป้ทรงลก่ นอีกจัากนี�ยงัพับวา่ คา่อีตัราสว่น 

ความแขง็แกร่งต่อีมวลขอีงโครงสร้างโดมทรงตื�นจัะมค่ีาส้งกว่า 

โครงสร้างโดมทรงล่กนั�นเอีง 

3.3 ผิลิขอิงการแปรเปล่ิ�ยนค่ามอิดุ้ลิ่สั่ย้ด้หยุ่นท่�ม่ต่ิอิค่า

ความถี่่�ธีรรมช้าติิ

 สำหรับค่าพัารามิเตอีร�สด์ท้ายที�จัะนำเสนอีในบทความนี�  

คอืี ผู้ลขอีงการแปรเปลี�ยนค่ามอีดลั์สยืดหย์น่ที�มตีอ่ีค่าความถุี�

ธรรมชาติ โดยที�ค่าพัารามิเตอีร�อีื�น ๆ ในตารางที� 1 ไม่มีการ

เปลี�ยนแปลง 

  จัากผู้ลการศ่กษาพับว่า เมื�อีค่ามอีด์ลัสยืดหย์่น (E') มี

ค่าเพัิ�มส้งข่�น ค่าความถุี�ธรรมชาติจัะมีค่าเพัิ�มส้งข่�น นั�นคือี

โครงสร้างโดมจัะมีค่าความแข็งแกร่งขอีงโครงสร้างโดมเพัิ�ม

ส้งข่�นส่งผู้ลทำให้ค่าความถุี�ธรรมชาติมีค่าเพิั�มส้งข่�นตามไป

ด้วย นอีกจัากนี�ยังพับว่า ความชันขอีงค่าความถุี�ธรรมชาติ 

มีค่าลดลงเมื�อีค่ามอีด์ลัสยืดหย่์นมีค่าเพิั�มส้งข่�นในท์กโหมด

การสั�น ดังแสดงในร้ปที� 8

4. อิภิิปรายผิลิแลิะสั่รุป

 การศก่ษาพัฤตกิรรมการสั�นอีสิระดว้ยแอีมพัลิจัด้ขนาด

ใหญ่ขอีงโครงสร้างโดมร้ปทรงกลมที�มีความหนาแปรเปลี�ยน

โดยที�ฟัังก�ชันความหนาขอีงโครงสร้างโดมเขียนในเทอีมขอีง

ค่าพัารามิเตอีร�พัื�นผู้ิวและพัลังงานความเครียด เนื�อีงจัาก 

เมมเบรนและโมเมนต�ดดัถุก้นำมาพิัจัารณาในสมการแปรผัู้น 

การหาผู้ลลัพัธ�เชิงตัวเลขได้ใช้วิธีไฟัไนต�เอีลิเมนต�แบบไม่เป็น

เชิงเส้นสำหรับชิ�นส่วนคานแบบ C2 ร่วมกับกระบวนการทำ

ซ้�ำโดยตรง ผู้ลการศ่กษาพับวา่ การแปรเปลี�ยนความหนาขอีง

รูปท่� 7  ผู้ลขอีงการแปรเปลี�ยนค่าม์มรอีงรับส่วนโค้งที�มีต่อี

ค่าความถุี�ธรรมชาติ

รูปท่� 8  ผู้ลขอีงการแปรเปลี�ยนค่ามอีด์ลัสยืดหย์่นที�มีต่อีค่า

ความถุี�ธรรมชาติ
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โครงสร้างโดมในแนวพัิกัดเมอีร�เดียนส่งผู้ลกระทบโดยตรง

ต่อีค่าความถุี�ธรรมชาติขอีงโครงสร้างโดม นั�นคือีค่าความถุี�

ธรรมชาติมคีา่สง้กว่ากรณีที�ความหนาขอีงโครงสร้างโดมมีค่า

คงที�ไมม่กีารแปรเปลี�ยนตลอีดแนวพักิดัเมอีร�เดยีน ในขณะที� 

โหมดการสั�นจัะมีลักษณะใกล้เคียงกัน นอีกจัากนี�ยังพับว่า 

ค่าความถุี�ธรรมชาติขอีงโครงสร้างโดมมีค่าลดลงเมื�อีค่าม์ม

รอีงรับส่วนโค้งมีค่าส้งข่�น คือี ค่าอีัตราส่วนความแข็งแกร่ง

ตอ่ีมวลขอีงโครงสร้างโดมรป้ทรงตื�นมีคา่สง้กว่าโครงสร้างโดม

ร้ปทรงล่ก ส์ดท้ายเป็นการศ่กษาการแปรเปลี�ยนค่ามอีด์ลัส 

ยดืหย์น่ ซ้่�งพับว่า คา่ความถุี�ธรรมชาติขอีงโครงสร้างโดมมคีา่

ส้งข่�นเมื�อีค่ามอีด์ลัสยืดหย์่นมีค่าส้งข่�น เนื�อีงจัากโครงสร้าง

โดมมีค่าความแข็งแกร่งเพัิ�มส้งข่�น

 ผู้ลการศก่ษาที�ไดจ้ัากงานวจิัยันี�สามารถุนำไปประยก์ต�

ใช้ในการวิเคราะห�พัฤติกรรมการสั�นอีิสระขอีงโครงสร้าง

เปลือีกบางร้ปทรงห่วงยางและร้ปทรงพัาราโบลาที�มี 

ความหนาแปรเปลี�ยนได้ รวมถุ่งโครงสร้างเปลือีกบางที�ทำ

จัากวัสด์คอีมโพัสิต (Composite Material) ได้

5. กิติติิกรรมประกาศ

 โครงการวิจััยได้รับการสนับสน์นจัากกอีงท์นส่งเสริม

วทิยาศาสตร� วจิัยัและนวตักรรม ตามสญัญาเลขที� FF66-P1-090

 

เอิกสั่ารอิ้างอิิง

[1] H. Kunieda, “Classical buckling load of spherical  

domes under uniform pressure,” Journal of  

Engineering Mechanics, vol. 118, no. 8, pp. 1513– 

1525, 1992.

[2] Y. Yasuzawa, “Structural response of underwater  

half drop shaped shell,” presented at the 

Proceedings of the 3rd International Offshore 

and Polar Engineering Conference, Singapore, 

Jun. 6–11, 1993.

[3] C. M. Wang, K. K. Vo, and Y. H. Chai, “Membrane 

 analysis and minimum weight design of 

submerged spherical domes,” Journal 

of Structural Engineering, vol. 132, no. 2,  

pp. 253–259, 2006.

[4] W. Jiammeepreecha, S. Chucheepsakul, and 

T. Huang, “Nonlinear static analysis of deep 

water axisymmetric spherical half drop shell,” 

KMUTT Research and Development Journal, 

vol. 37, no. 2, pp. 239–255, 2014 (in Thai).

[5] W. Jiammeepreecha, S. Chucheepsakul, and T. Huang,  

“Nonlinear static analysis of an axisymmetric  

shell storage container in spherical polar  

coordinates with constraint volume,” Engineering  

Structures, vol. 68, pp. 111–120, 2014.

[6] H. Kunieda, “Flexural axisymmetric free  

vibrations of a spherical dome: Exact results 

and approximate solutions,” Journal of Sound 

and Vibration, vol. 92, no. 1, pp. 1–10, 1984.

[7] A. W. Leissa, Vibration of Shells. reprinted by 

The Acoustical Society of America, 1993. 

[8] B. P. Gautham and N. Ganesan, “Free vibration  

characteristics of isotropic and laminated 

orthotropic spherical caps,” Journal of Sound 

and Vibration, vol. 204, no. 1, pp. 17–40, 1997.

[9] E. Artioli and E. Viola, “Free vibration analysis of 

spherical caps using a G.D.Q. numerical solution,”  

Journal of Pressure Vessel Technology, vol. 128,  

no. 3, pp. 370–378, 2006.

[10] J. Lee, “Free vibration analysis of spherical 

caps by the pseudospectral method,” Journal  

of Mechanical Science and Technology,  

vol. 23, no. 1, pp. 221–228, 2009.

[11] T. A. Duffey, J. E. Pepin, A. N. Robertson, M. 

L. Steinzig, and K. Coleman, “Vibrations of 

complete spherical shells with imperfections,” 

Journal of Vibration and Acoustics, vol. 129, 

no. 3, pp. 363–370, 2007.



15

คมกร ไชยเดชาธร และคณะ, “การสั่่�นอิิสั่ระด้วยแอิมพลิจููดขนาดใหญ่่ขอิงโครงสั่ร้างโดมรูปทรงกลมท่�ม่ความหนาแปรเปล่�ยน.”

The Journal of KMUTNB., Vol. 35, No. 1, Jan.–Mar. 2025

วารสารวิชาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนือ ปีีที่่� 35 ฉบัับัที่่� 1 ม.ค.–ม่.ค. 2568

[12] J. P. Wilkinson, “Natural frequencies of closed 

spherical shells,” The Journal of the Acoustical 

Society of America, vol. 38, no. 2, pp. 367–368, 

1965.

[13] A. Bryan, “Free vibration of thin spherical 

shells,” Journal of Vibration and Acoustics, 

vol. 139, no. 6, pp. 061020-1–061020-6, 2017.

[14] T. K. Varadan and K. A. V. Pandalai, “Nonlinear 

flexural oscillations of orthotropic shallow 

spherical shells,” Computer and Structures, 

vol. 9, no. 4, pp. 417–425, 1978.

[15] G. C. Sinharay and B. Banerjee, “Large  

amplitude free vibrations of shallow spherical 

shell and cylindrical shell – A new approach,”  

International Journal of Non-Linear Mechanics, 

vol. 20, no. 2, pp. 69–78, 1985.

[16] M. Sathyamoorthy, “Nonlinear vibrations of 

moderately thick orthotropic shallow spherical  

shells,” Computer and Structures, vol. 57,  

no. 1, pp. 59–65, 1995.

[17] W. Jiammeepreecha and S. Chucheepsakul, 

“Nonlinear axisymmetric free vibration analysis  

of liquid-filled spherical shell with volume 

constraint,” Journal of Vibration and Acoustics, 

vol. 139, no. 5, pp. 051016-1–051016-13, 2017.

[18] W. Jiammeepreecha and S. Chucheepsakul,  

“Nonlinear free vibration of internally  

pressurized axisymmetric spherical shell,” 

KMUTT Research and Development Journal, 

vol. 40, no. 4, pp. 509–532, 2017 (in Thai).

[19] H. L. Langhaar, Foundations of Practical Shell 

Analysis, Illinois: Department of Theoretical 

and Applied Mechanics, University of Illinois 

at Urbana-Champaign, 1964.

[20] K. Chaidachatorn, W. Jiammeepreecha, and  

S. Jamnam, “Axisymmetric and antisymmetric 

free vibrations of inflated toroidal membrane,” 

The Journal of KMUTNB, vol. 31, no. 4,  

pp. 661–674, 2021 (in Thai).

[21] H. L. Langhaar, Energy Methods in Applied 

Mechanics, New York : John Wiley & Sons, Inc., 

1962.

[22] K. Chaidachatorn, W. Jiammeepreecha, and  

S. Jamnam, “Axisymmetric free vibration 

of semi liquid-containment toroidal shell,”  

Journal of Engineering and Innovation, vol. 15, 

no. 2, pp. 48–61, 2022 (in Thai).

[23] R. D. Cook, D. S. Malkus, M. E. Plesha, and  

R. J. Witt, Concepts and Applications of Finite 

Element Analysis, New York: John Wiley & 

Sons, Inc., 2002.

[24] W. Jiammeepreecha, K. Chaidachatorn, and 

S. Chucheepsakul, “Nonlinear static response 

of an underwater elastic toroidal storage  

container,” International Journal of Solids and 

Structures, vol. 228, pp. 111134-1–111134-12, 

2021.

[25] G. T. Mase and G. E. Mase, Continuum Mechanics  

for Engineers, Florida: CRC Press, 1999.

[26] M. S. Qatu, Vibration of Laminated Shells and 

Plates, San Diego, CA: Academic Press Inc, 2004.

[27] G. Prathap and T. K. Varadan, “The large  

amplitude vibration of hinged beams,”  

Computer and Structures, vol. 9, no. 2, pp. 219– 

222, 1978.

[28] J. G. Kim, “A higher-order harmonic element for 

shells of revolution based on the modified mixed  

formulation,” Ph.D. dissertation, Department of 

Mechanical. Design and Production Engineering,  

Seoul National University, Seoul, South Korea, 1998. 




